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Resumo
No presente trabalho investigamos vários aspectos relacionados com a existên­
cia de invariantes em sistemas dinâmicos contínuos e não-lineares. Apresentamos 
relações de recorrência para gerar os termos presentes nas densidades e fluxos da 
equação de Korteweg-deVries e nas densidades da equação modificada de Korteweg- 
deVries. Nossas relações são baseadas na observação empírica de qne, para um 
dado rank r, o conjunto {P2r} de todas as partições do inteiro 2r contém todos 
os monómios de {Xr_i} e {Tr}. As relações são facilmente implementáveis em 
máquinas capazes de efetuar manipulações algébricas. Obtivemos, através de nos­
sas relações de recorrência, quatro novos invariantes para a equação de Korteweg- 
deVries e três para a equação modificada de Korteweg-deVries. Testamos a validade 
de conjecturas estabelecidas recentemente por Torriani [1986] usando análise com- 
binatorial
Além disso, analisamos três métodos encontrados na literatura recente para a 
obtenção de constantes de movimento de equações de evolução não-lineares. São 
eles: uma relação entre constantes de movimento e equações variacionais [Case, 
1985]; um procedimento para obtenção de constantes de movimento associadas 
a cada simetria de Lie da equação diferencial que descreve o sistema [Prince & 
Eliezer, 1981]; e a obtenção de novas constantes a partir de constantes conhecidas 
usando os operadores das transformações infinitesimais que deixam a equação de 
evolução invariante [Moreira, 1986 e Moreira, Ritter & Santos, 1985). São feitas 
aplicações destes métodos a equações conhecidas com ênfase em física atômica e 
óptica quântica.
Abstract
In this work we investigate several aspects related to the existence of invariants 
in nonlinear and continuous dynamical systems. We present recurrence relations 
that generate all terms in the densities and fluxes of KdV and mKdV equations. 
Our relations are based on the empirical observation that for a given rank r  the 
set {iV} of all partitions of the integer 2r contains all monomials in {Xr- \ }  and 
{Tr}. The recurrence relations can be easily implemented in computers able to 
perform algebraic calculations. Using these recurrence relations we obtained four 
new invariants for the KdV equation and three for the mKdV equation. We also 
tested the validity of the conjectures recently reported by Torriani [1986] using 
combinatorial analysis.
In addition to this, we studied three recently published methods to generate 
constants of motion for nonlinear evolution equations. They are: a relationship 
between constants of motion and variational equations {Case, 1985]; a procedure to 
obtain constants of motion associated with each Lie symmetry of partial differential 
equation describing the system (Prince & Eliezer, 1981]; the obtention of new con­
stant from known ones, using operators that represent infinitesimal transformations 
that leave the evolution equation invariant [Moreira, 1986 and Moreira, Ritter k  
Santos, 1985]. We apply all these methods to known equations, with particular 
enfasis on atomic and quantum optics.
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Capítulo 1 
O papel dos invariantes em dinâmica não-linear
Apesar de a maioria dos fenômenos físicos não serem lineares, i.e. os efeitos não 
serem diretamente proporcionais às causas, a dinâmica não-linear só passou a ser 
estudada com mais profundidade mais recentemente. Até então o que se fazia era 
aproximar as equações dinâmicas para casos onde os termos não-lineares pudessem 
ser desprezados. Podemos citar, como ilustração, o problema do pêndulo simples 
como é tratado nos livros de Mecânica Clássica [p. ex. Symon, 1960], onde é usual 
substituir-se o termo não-linear sen# pelo linear d,
O problema de lidar com sistemas dinâmicos não-lineares é que, neste caso, a 
soma de quaisquer duas soluções em geral não é uma nova solução do sistema, ou 
seja, o princípio da superposição não é mais válido. Desta forma, não há métodos 
analíticos gerais para resolver equações não-lineares. E isto não é surpreendente já 
que o princípio da superposição é o responsável pelos métodos sistemáticos como, 
por exemplo, análise de Fourier, usados para resolver essencialmente qualquer pro­
blema linear. Portanto, para investigar sistemas dinâmicos não-lineares toma-se útil
o conhecimento de algumas propriedades suas, tais como quantidades cujo valor é 
conservado durante a evolução temporal do sistema. Ou seja, a integrabilidade do 
sistema dinâmico.
Antes de prosseguir, é bom relembrar alguns conceitos básicos sobre integrais 
de movimento e integrabilidade em sistemas hamiltonianos Seja H = H{p,g) um 
sistema hamiltoniano com N  graus de liberdade. Dizemos que uma função arbitrária 
F(p, q) é uma integral de movimento (também chamada de primeira integral) se e 
somente se ela estiver em “involução” com o hamiltoniano, ou seja, se e somente se
(ff, *1 =  0,
onde os colchetes j , ] representam os colchetes de Poisson. O conceito de integral de 
movimento é útil porque nos permite usar F(p, q) para diminuir a ordem do sistema
t Maiores detalhes sobre integrais de movimento e integrabilidade de sistemas hamiltonianos 
podem ser obtidos no livro de VJ. Arnold [1978], capítulo 10.
de equações diferenciais que descrevem o movimento. Num sistema arbitrário de 
equações diferenciais uma integral diminui a ordem do sistema em uma unidade. 
Em sistemas hamiltonianos uma integral pode reduzir a ordem do sistema em duas 
unidades. É por isto que torna-se possível integrar sistemas hamiltonianos por 
quadraturas quando existirem exatamente N  integrais de movimento Fi,F2, . . . ,F n  
em involução:
{^ ,^ 1  =  0, i , j  =  1, 2, . . . ,  AT.
Um sistema hamiltoniano com N  graus de liberdade é portanto dito integrável 
quando for possível encontrar N  funções Fí t F2, . . . ,F N em involução entre si e * 
com o hamiltoniano. Deste fato vemos que a questão da redução de um problema 
em Mecânica Analítica a quadraturas pode ser reduzido à procura de um número 
suficiente de integrais de movimento. Na literatura é usual referir-se a integrais de 
movimento através de vários nomes: constantes de movimento, invariantes, integrais 
primeiras, etc. No presente trabalho usaremos indistintamente todas as designações 
acima, sempre com o entendimento de que são sinônimos.
Sistemas dinâmicos não-lineares com N  graus de liberdade, contudo, geral­
mente não são completamente integráveis e aqueles que o são formam um conjunto 
muito restrito mas extremamente importante. Ainda mais complicados, no mínimo 
a priori, são os sistemas dinâmicos não-lineares contínuos, como os fluidos. Neste 
caso é necessário definir-se as variáveis dinâmicas—tal como a densidade p(z, t)— 
em todo ponto do espaço. Assim, o número de graus de liberdade torna-se infinito e 
as equações de movimento passam a ser equações diferenciais parciais não-lineares. 
Note que estes sistemas dinâmicos contínuos podem ser encarados como limites 
de sistemas discretos grandes e suas equações diferenciais parciais como limites de 
muitas equações diferenciais ordinárias acopladas. Isto pode ser facilmente visto 
considerando-se, por exemplo, o sistema dinâmico não-linear contínuo representado 
pela equação conhecida como sine-Gordon
o. (>•»
onde a variável dependente 6 =  6(x, t) é uma medida da resposta do sistema na 
posição x e tempo t. A equação sine-Gordon tem muitas aplicações físicas, incluindo
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descrições de cadeias de compostos magnéticos e linhas de transmissão formadas 
de junções Josephson de supercondutores. Na prática, o modo de lidar-se com 
sistemas deste tipo é introduzindo-se uma grade espacial discreta com espaçamento 
Az, tal que a posição no n-ésimo ponto da grade é dada por xn =  nAi, e definir 
0n(t) =  B{xn,t) para n — 1,2, - - • N. Através desta discretização do espaço é fácil 
chegar-se a um sistema de N  equações diferenciais ordinárias acopladas
^  =  ^ ( W ) - 2M 0 + í» - l ( 0 )+ « “ *»W » =  1, 2, - - f f .  (1.2)
Estas equações representam um sistema dinâmico com um número finito, N, de 
graus de liberdade. Naturalmente, a equação sint-Gordon contínua é obtida no 
limite N  -* oo e A z —* 0. Um sistema dinâmico deste tipo, para ser completamente 
integrável, deve portanto ter infinitas constantes de movimento. O sistema descrito 
pèia equação sine-Gordon contínua é completamente integrável [Kruskal, 1975].
Também é completamente integrável o sistema descrito pela equação diferencial 
parcial não-linear
du du ^ u  , ,
ã i + t tã i + s ? = 0 ’ ( 1 3 )
conhecida como equação de Korteweg-deVries (KdV). Esta equação foi introduzida 
por Korteweg e deVries |1895] para descrever aproximadamente ondas de água se 
movendo num canal raso e estreito.
Como uma consequência de possuírem infinitas constantes de movimento, estas 
duas equações apresentam como possível solução estruturas localizadas chamadas 
solitons*, ondas solitárias que não decaem com a evolução do tempo e, mesmo 
quando interagem com outras, preservam seu tamanho e forma. Sabe-se hoje que 
muitas outras equações não-lineares podem ter solitons como solução [Kruskal, 
1975], mas foi na equação de Korteweg-deVries que os solitons foram observados 
pela primeira vez [Zabusky k  Kruskal, 1965). Além disso, dentro das equações dife­
renciais parciais não-lineares a equação de KdV é a mais simples matematicamente. 
Isto tem feito com que ela seja uma das equações não-lineares mais estudadas.
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í  Supõe-se que estas duas propriedades sejam complementares, no sentido de que uma implica na 
outra, contudo isto ainda não foi formulado rigorosamente muito menos provado [Kruskal,1975 
e 01ver,1979j.
Em 1971 Gardner mostrou que a equação de KdV pode ser escrita tanto numa 
forma Hamiltoniana quanto Poissoniana. Assim:
dtt m  — d SH /, A\
dx 6 u > (1-4)
com
* = / ! (  t - t ) " 1 <l5>
e o colchete de Poisson definido por
r p ^  ôF d õG .
(índices denotam derivadas parciais eSF fôuê  a derivada funcional de F  em relação 
a u (Apêndice Cj).
Tasso (1979] observou que o formalismo proposto por Gardner podia ser ge­
neralizado através da substituição de ^  por um operador anti-simétrico* A do 
seguinte modo:
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|í',G] =  f L
, 6F Ã ÔG - *
L d x S Í A J Í ’ (L 7 )
relacionado às equações de evolução da forma, mais geral que a KdV,
= (1.8)
onde o hamiltoniano H  é uma função de u e L ê o intervalo unidimensional de 
integração (na maioria dos casos, [—00,00]). Este formalismo de Poisson extendido, 
equação (1.7), foi aplicado por Caldas & Tasso [1979] a uma classe mais particular 
de equações que (1.8), mas mais geral que a KdV:
onde B ê um operador simétrico, com um inverso e satisfez a relação de comutação
r A - Í _ r  
B dx ~  dx '
* B  é operador simétrico (ou hermitiano) se: f B g  =  (B f ) g . A  é anti-simétrico (ou anti- 
hermitiano) quando f A g  =  ~(Af)g .
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neste caso A  =  B~l Comparando (1.9) e (1.4) percebe-se qne, quando B  =  1 e 
H  é à  a forma (1.5), a equação (1.9) reduz-se à KdV.
Para equações do tipo (1.9) Caldas & Tasso mostram a existência de três in­
variantes
Fi = J  dxBu , (1-10)
F2 — j dxuBtí, (111)
Fz = H. (1.12)
Para sistemas dados pela equação (1.9), eles mostraram ser ainda possível encontrar- 
se um quarto invariante, dado por
G = J  dx(xBu -f tuBu), (1.13a)
desde que a seguinte relação seja satisfeita:
dxuBu. (1.13b)
L
Além da KdV, outro caso de equação do tipo (1.9) é a equação de onda longa 
regularizada ou BBM,
tif ~líjcjrt uux. (1.14)
A equação de BBM é obtida a partir de (1.9) tomando-se B  = 1 -  d2 e
fOO
H = / : < •
Proposta por Benjamin, Bona & Mahony (1972] a partir das mesmas aproximações 
e suposições feitas para a KdV, a equação de BBM pode ser igualmente justificada 
como um modelo para os mesmos fenômenos, com vantagens técnicas do ponto de 
vista de teoremas de existência, unicidade e estabilidade. Por isso a validade da 
equação de KdV tem sido questionada por Benjamin e os outros em favor de sua 
equação. Porém muitas das propriedades matemáticas da KdV não são conhecidas
para a BBM, como é o caso das soluções soli tônicas [Kruskal, 1975 e Olver, 1979]. 
Ao contrário da KdV, são conhecidos apenas 3 invariantes para a BBM, justamente 
Ft,F2 e Fs dados pelas eqs (1.10-12) [Olver, 1979].
É importante salientar que a equação de BBM é mais complicada matematica­
mente que a KdV já que contém um termo com as derivadas cruzadas (uxxt). Este 
fato dificulta a obtenção de invariantes, pois os métodos utilizados para a KdV 
não são eficientes, sendo necessários, neste caso, novos métodos. Um problema in­
teressante é determinar para que classe de equações do tipo (1.9) (principalmente 
aquelas contendo derivadas cruzadas] existem constantes de movimento além de 
Ft, F2 e i^ 3, equações (1.10-12). Note que a constante Q, equação (1.13a) só existe 
para casos muito especiais onde a condição (1.13b) é satisfeita. Nosso trabalho e um 
passo inicial para a sohção deste problema. Começamos estudando os invariantes 
de equações diferenciais parciais conhecidas e os diversos métodos de obtê-los.
Esta dissertação foi organizada da seguinte forma: no Capítulo 2 é feito um es­
tudo dos invariantes para sistemas contínuos, mais especialmente aqueles descritos 
pelas equações de KdV e KdV modificada (mKdV). Discutimos um método com­
binatorial para geração destes invariantes, proposto na literatura recente, e apre­
sentamos relações de recorrência capazes de gerar automaticamente (com o uso de 
computadores) os invariantes da KdV e mKdV. O Capítulo 3 foi escrito para in­
troduzir a teoria de Lie de grupos contínuos de transformações. A intenção é criar 
uma base para a discussão, no Capítulo 4, de três trabalhos da literatura onde são 
obtidas constantes de movimento para sistemas dinâmicos. Os Apêndices A e B 
contém todos os invariantes para as equações de KdV e mKdV por nós obtidos 
através das relações de recorrência do Capítulo 2. O Apêndice C é uma breve re­
visão do conceito e propriedades de derivada funcionai. Os programas escritos em 
REDUCE para gerar os invariantes para a KdV e mKdV são listados e comentados 
no Apêndice D.
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Capítulo 2 
Invariantes para sistemas contínuos (KdV & mKdV)
Sistemas contínuos com uma variável dependente do tempo—u[x, t)—definida em 
cada ponto do espaço unidimensional, podem ser descritos genericamente através 
de uma equação diferencial do tipo
ut =F[u] = F{u,ux,ux x r - ) .  (2.1)
Para tais equações podemos escrever leis de conservação de uma forma similar 
à equação de continuidade, onde a taxa de variação temporal da densidade mais a 
divergência do fluxo é igual a zero,
•-t-*
*  §  + =  o,
implicando na conservação da massa,
pdV = constante.
(A demonstração deste fato é simples porém um pouco extensa. Sugerimos ao 
leitor interessado consultar Symon 1960, cap. 8, seção 8.8). Analogamente, leis de 
conservação para equações do tipo (2.1) levam a invariantes temporais. A seguir 
mostraremos com um pouco mais de detalhe como isto acontece.
2.1 Leis de conservação.
As leis de conservação mais estudadas para sistemas dinâmicos descritos pela 
equação (2.1) são da forma
Tt + X x = 0, (2.2)
onde T  e —X  são chamados de densidade e fluxo, respectivamente. T  e X  são 
funções de x, i, u e das derivadas de «. Na maior parte do capítulo trataremos 
apenas o caso em que X  e T  são polinómios em u e suas derivadas. Esta situação 
cobre a quase totalidade dos resultados conhecidos [Miura, Gardner k  Kruskal, 
1968].
É bom salientar a existência de leis de conservação triviais: quando T  é uma 
derivada em relação a z de alguma função Q{T = Cx) tem-se uma lei de conservação 
trivial já  que, neste caso X  pode ser facilmente obtido: X  =  —Gt, implicando 
obviamente em
(Gx)í +  {—Ct)x = 0.
Cada lei de conservação produz um invariante temporal
I  = J ^ T  dx, (2.3)
*
onde L é o  intervalo em x onde estão definidas as soluções u da equação (2.1). E 
fácil ver que I  acima é invariante integrando-se a equação (2.2) em x:
O segundo termo do lado esquerdo desta equação é zero para soluções periódicas 
em x ou que se anulem rapidamente nos extremos do intervalo L como geralmente 
ocorre em aplicações físicas, resultando em
A própria equação de KdV, u* +  uux +  uxxx =  0, pode ser escrita como uma 
lei de conservação,
«t +  (J«i2 +  «**), =  0. (2-4)
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Neste caso u dx =  0 corresponde à conservação da massa. Também a
equação modificada de KdV pode ser escrita desta forma:
Vi +  vzvx + vxxx =
Vi +  (^tr* + Vxx)x =  0. (2.5)
Uma segunda lei de conservação para a KdV pode ser obtida diretamente da 
equação, multiplicando-a por u è reescrevendo-a do seguinte modo
ttttt + u2ux +  uuxxx =
(2 .6)
( l « 2)í + ( è " 3 +  u u * x  ~  è«i)x =  °>
onde o invariante temporal |« 2 dx implica fisicamente na conservação do mo- 
mentum. O mesmo pode ser feito para a mKdV.
Durante o desenvolvimento de um estudo variacional de equações diferenciais 
parciais não-lineares, Whitham [1965] descobriu uma terceira lei de conservação 
para a KdV:
Tz =  4«3 -  «2,
(2.7)
X $  =  \ u 4  +  u 2 t i x x  —  2 t t t t |  -  2 u x u  X X X  “f "
o que leva à conservação da energia [jU3 — it|] dx.
Leis de conservação adicionais (74 e T5) foram encontradas por Kruskal <b Za- 
busky [1967] durante o estudo de uma conjectura de que as soluções das equações 
de KdV e KdV modificada estariam relacionadas entre si. (Tàl conjectura foi efeti­
vamente demonstrada por Miura [1968].)
Ti =  i«" -  3««! +  §«!,,
r 5 =  £u5 -  6«2« | + f t iu L  -  '-§g-ulxx,
[X4 e X5 são relativamente extensos e encontram-se no Apêndice A, equações (A.8) 
e (A.10)]
Miura, Gardner & Kruskal (1968] calcularam mais cinco densidades, Te, T?, 7«, 
Tq e Tjo, para a KdV e seis para a mKdV conjecturando a existência de infinitas leis 
de conservação para estas duas equações. A demonstração desta conjectura ainda 
permanece em aberto.
Capítulo ê: Invariantes para sistemas contínuos (KdV & mKdV)
Com o objetivo de sistematizar a discussão de invariantes vamos agora definir o 
que se entende por rank de um monómio. Para tanto utilizaremos a notação u3 para 
representar d3'u /dx3' (j > 0, inteiro e «0 = «), bem como a palavra monómio para 
designar uma expressão da forma • - • tt®1, onde /, «o, • * • > <*i sã.o números
inteiros não-negativos. O rank de um monómio é definido como o número de fatores 
mais a metade do número de diferenciações, i.e. r = a o + <*i +  «2 +
---- 1- |(fli + 202 + 3d3 H---- ). Por exemplo, o rank do monómio u% (último termo
em 74) é r  = 2 +  j(2  X 2) =  4; do monómio u%u\ é r  =  2 + 2 + j2  =  5; para «1«® o 
rank é r = l  + 3+  | ( l  +  3x3) =  9. O conceito de rank ê especialmente importante 
já que um polinómio conservado, uma densidade, é uniforme com respeito ao rank,
i.e. todos os seus termos têm o mesmo rank.
Para verificar a possível existência de leis de conservação adicionais, Kruskal 
et al [Kruskal, Miura, Gardner h  Zabusky, 1970] utilizaram dois procedimentos 
básicos:
(i) MUC (Method of Undetermined Coefficients) que consiste em escrever T  como 
uma combinação linear geral de todos os termos “irredutíveis” [veja artigo 
original] de mesmo rank e determinar os coeficientes;
(ii) emprego da equação
TV x  ( - l ) ' - 1^  -  r  -  1 )-*dt (K -  r)~l dt • • - [K -  2)~í dtu0 (2.9)
para obter as densidades Tr. Nesta equação x  significa “igualdade a menos 
da adição de um termo que é uma derivada total em x”; o efeito do opera­
dor K é multiplicar cada termo pelo número de seus fatores e diferenciações
combinados: ao + «í +  «2 H------h (ai + 2(*2 +  303 H---- )
É interessante observar que, como relatado pelos autores acima, tais proced­
imentos consomem quantidade considerável de tempo, além de porções não de­
sprezíveis da memória do computador: o cálculo da oitava densidade excedeu a 
capacidade de 48 dígitos binários do computador então disponível (um computador 
ÀEC CDC-6600).
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2.2 M étodo combinatorial.
Num trabalho bastante interessante Torriani [1986] recentemente mostrou como 
usar métodos combinatoriais para simplificar a obtenção de constantes de movi­
mento para a equação de Korteweg-deVries e equações relacionadas. O processo 
por ele proposto consiste em associar partições de inteiros e seus grafos de Ferrers 
à primeira densidade T  eao primeiro fluxo - X  e então, através de regras simples, 
gerar as densidades e fluxos subsequentes.
Uma partição de um inteiro é uma divisão do inteiro em partes inteiras positivas 
(a ordem destas partes não é importante). Por exemplo, as cinco diferentes partições 
do inteiro 4 são4,3+ l , 2+ 2, 2+ l  +  l e l + l  + l +  l,que denotaremos de uma forma 
mais resumida como 4, 3-1,2- 12 e l 4. Um grafo de Ferrers consiste de linhas de 
pontos, sendo tais pontos arranjados de modo que uma linha superior contenha no 
mínimo tantos pontos quantos uma linha inferior. Uma partição de um inteiro pode 
ser representada por um grafo de Ferrers fazendo-se cada linha no grafo corresponder 
a Víma parte na partição, com o número de pontos na linha especificando o valor da 
parte correspondente. Por exemplo, a partição do inteiro 4 em 2-12 é representada 
pelo seguinte grafo de Ferrers:
Estes conceitos são utilizados em análise combinatorial (Liu, 1968].
Baseando-se em propriedades das densidades e fluxos conhecidos na literatura, 
T orrian i (1986] enunciou duas conjecturas como possíveis geradoras dos monómios 
presentes em todas as densidades e fluxos da equação de KdV:
Conjectura 1. Seja {Tr} o conjunto de monómios em Tr e seja 
Tr o conjunto de grafos de Ferrers a eles associados. Então as 
seguintes regras produzem {Tr} para todo r  > 1.
(i) Comece com {7\} =  {uo} e 7Í igual a, por exemplo, {- ■}.
Para obter Tr+i adicione dois pontos a cada membro de Tr 
(r > 1) de tal modo que cada grafo resultante seja um grafo 
de Ferrers.
(ii) Toda linha e toda coluna de cada grafo de Ferrers resultante
2.3 Relações de recorrência.
O objetivo da presente seção é apresentar um dos resultados principais desta dis­
sertação: um método alternativo para gerar os monómios presentes nas densidades e 
fluxos das equações KdV e mKdV. Este método consiste em relações de recorrência 
a partir das quais os monómios podem ser obtidos. Em contraste com todos os 
métodos desenvolvidos até o presente, nossas relações de recorrência são triviais 
de serem programadas em sistemas capazes de efetuar cálculos algébricos, tais 
como REDUCE, permitindo portanto a investigação de invariantes de ordem supe­
rior de um modo mais sistemático, bem como desenvolver métodos mais eficientes 
para atacar problemas não-lineares mais complicados do tipo genérico discutido no 
Capítulo 1.
Comecemos pela equação de KdV. Denotaremos o conjunto de monómios em Tr 
por {Tr }, em X r por {Xr }, etc. Nosso método é baseado nas seguintes observações, 
a partir das densidades disponíveis na literatura (veja seção 2.1):
(i) para um dado rank r, o conjunto {fW} de todas as partições do número 2r 
contém todos os monómios de {Xr_i} e {Tr }, além de outros monómios;
(ii) os monómios que pertencem a {Phr} mas não a {Xr_i} formam o conjunto 
{Qir}] aqueles em {P2r} mas não em {Tr} formam o conjunto {i^r};
(iii) os conjuntos {P*} podem ser facilmente gerados recursivamente através de in­
tegrações em ti e nas derivadas de «;
(iv) a geração de {Q»} e {/£»} é idêntica à de {P*}, i.e. todos os três conjuntos 
são obtidos de relaçês de recorrência idênticas mas com diferentes condições 
iniciais.
A Figura 1 mostra esquematicamente as observações (i) e (ii) acima. As ob­
servações (iii) e (iv) são facilmente entendidas através de um exemplo simples. 
Considere as partições 4 e 22 do inteiro 4, escritas na forma «2 + «jj. Quando inte­
gramos estes dois monómios em tio obtemos «o «2 +  «0 Que s^° partições do inteiro
6 (2* 4 e 23).
Como o método gera apenas os monómios (e não os coeficientes numéricos), 
todas as integrações em ti e suas derivadas podem ser efetuadas como simples mul­
tiplicações por ttj, onde j  denota a ordem da derivada. Isto facilita as computações.
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(<*ï
Figura 1 As duas maneiras possíveis de se decompor o conjunto {Par}: (a) {P 2r} =  {Q2r} +  
{X r_ 1} ; ( b ) { P 2r} =  {i?2f} +  {r r }.
Assim, para r  >  2 podemos escrever
{ T V }  =  {P2r] -  {R2r),
{Xr} ~  {í*2r+2} “  {(? 2r+2})
(2. 10)
onde
'■mf
Pi =  Ui-2 +  ^  UkPi-k-2 ,
[ w - * A
Qi ~  Wj—2 4" ^  ] UkQi—k— 2 ) 
[*(*-») ]
Ri =  Ui— 2 +  VkRi-k—2 }
*>4,
«>7,
« > 5
(2.11a)
(2.11b)
(2.11c)
e o símbolo (ar] representa o maior inteiro não superior a x. Os seguintes valores 
são necessários para inicializar as relações de recorrência: Pz = Q% = R? =
Pz — Qz = Rz — « 1> Qa — #4 =  «2» Qb =  «3 6 Qç = «4-
Embora as coeficientes numéricos das monómios nas equações (2.11) não te­
nham qualquer importância, achamos conveniente evitar soma de termos repetidos. 
Isto pode ser conseguido eliminando-se dos somatórios todos os produtos de u* por 
monómios contendo Uj com j  < k. Além de reduzir o tempo de processamento, isto 
faz com que todos os coeficientes numéricos sejam iguais a 1.
Através das relações de recorrência acima podemos agora gerar ípdos os 
monómios contidos nas densidades e fluxos para a equação de KdV. Tal como o
método combinatorial proposto por Torriani, nosso método produz todos e apenas 
aqueles monómios presentes nas densidades e fluxos da KdV.
Obviamente, para determinarmos as leis de conservação completas falta ainda 
determinar os coeficientes numéricos. Isto pode ser conseguido colocando-se coe­
ficientes indeterminados para os monómios tanto da densidade como do fluxo de 
um mesmo r e, usando-se a condição T% + X x = 0, gerar um sistema de equações 
algébricas lineares tendo como incógnitas os próprios coeficientes.
Cabe ressaltar que uma dessas incógnitas não pode ser completamente definida 
pelo sistema, já que existe a liberdade da multiplicação por uma constante em 
qualquer lei de conservação. Isto significa que a solução do sistema é obtida através 
da determinação de todos os coeficientes em função de um deles. Seguindo Miura, 
Gardner & Kruskal (1968], escolhemos este coeficiente como sendo o coeficiente do 
termo de maior grau de Tr e seu valor foi arbitrado como l/r .
A Tabela 2 dá uma idéia de como o número de equações e o número de 
incógnitas (coeficientes de T  e coeficientes de X)  aumentam com r. Note que o 
número total de incógnitas cresce rapidamente a medida que r  aumenta. Isto im­
plica resolver sistemas de equações cada vez maiores.
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rank r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
nr. coef. T fs 1 2 4 7 12 21 34 55 88 137 210
nr. coef. Tm 1 1 2 3 4 7 10 14 22 32 45
nr. coef. X bf 2 4 7 12 21 34 55 88 137 210 320
nr. coef. X m 2 3 5 8 13 20 31 47 71 105 153
total incógnitas 2 3 6 10 16 26 40 60 92 136 197
nr. equações 2 3 6 10 16 27 42 64 99 148 216
T abela 2 Número de incógnitas em Tr e X r com rank r <  11. FB representa o número de 
todos os monómios que existem para um dado rank enquanto M dá. o numero efetivo de monómios 
presentes em T, ou X r quando gerado por nosso método. As ultimas duas linhas dão o número total 
de incógnitas e de equações no sistema obtido pela substituição de T u  e X u  na equação (2.2). Para 
r >  5 o sistema é superdeterminado.
Agora, apesar de trivial, é bastante enfadonho verificar que nossas relações
de recorrência realmente reproduzem todos os monómios conhecidos, discutidos na 
seção 2.1.
As densidades para a eqnação modificada de KdV também podem ser obtidas 
a partir de relações de recorrência análogas às anteriores:
r—2
Tr = Br2- l  + V > ' f c ^ - l + « r ,  r > 2  (2.12)
onde Ti = , &  =  0 para r < 4 e
R r  =  V?_3V0V2 +  (1 -  Sr>5) (1 -  <V,6) t£ _ 4 {vjV3 +  (1 -  6rj )  V0V4 ) , T >  5
sendo Ôij a função delta de Kronecker.
Como antes, pode-se verificar facilmente que tais relações reproduzem todos 
os monómios das densidades conhecidas para a mKdV [Miura, Gardner k. Kruskal, 
1968]. z
2.4 Novos invariantes,
Nas seções anteriores apresentamos dois métodos (o de Torriani e um método novo 
por nós desenvolvido) para gerar os monómios presentes nas densidades e fluxos 
conhecidos para a KdV, bem como aqueles presentes nas densidades conhecidas 
para a mKdV. Não é trivial estabelecer qual o grau de semelhança entre estes dois 
métodos. Tanto o método de Torriani quanto as nossas relações de recorrência 
geram com perfeição todos os monómios das densidades para a mKdV, até r =  5.
[No Apêndice B apresentamos uma lista destas densidades e dos fluxos associados 
para a mKdV). Apesar do aparente sucesso é importante ressaltar que a reprodução 
dos monómios conhecidos até r = 5 foi condição imposta para a própria obtenção 
dos métodos. Neste sentido, ambos os métodos devem ser vistos apenas como um 
conjunto de conjecturas a serem testadas. Na presente seção nos propomos a inves­
tigar a eficácia destes métodos na geração de novos invariantes. Para tanto, usando 
os dois métodos, geramos invariantes até r  =  15 para a equação de KdV e até r  = 8 
para a mKdV. Obviamente, para testar a validade dos métodos, faz-se também 
necessário determinar os invariantes exatos, a partir da condição T t+ X x = 0. Uma
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lista de todos os invariantes determinados no presente trabalho pode ser encontrada 
nos Apêndices A (para a KdV) e B (para a mKdV).
Como não dispomos de um método para gerar os monómios dos fluxos para a 
mKdV, uma combinação linear geral de todos os monómios possíveis. Comparando- 
se os invariantes exatos com os obtidos através dos dois métodos observa-se que 
todos os monómios das densidades para a KdV são gerados corretamente tanto 
pelo método de Torriani como pelas nossas relações (2.10) e (2.11). Também não 
há diferenças entre os fluxos para r < 10. Porém, a partir de r  =  11, ambos os 
métodos geram menos monómios do que os necessários. No caso das nossas relações, 
o conjunto {Q2r+2} é formado com mais elementos do que deve. A Figura 2 mostra 
esta situação esquematicamente:
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Figura 2 (a) Situação para r <  10, mostrada na Figura 1. (b) Para r >  11 a intersecção de 
{X ,}  com {Qzr+a}. que chamaremos de { 7 2r+2}, deixa de ser um conjunto vazio.
Da Tabela 3 vê-se que o número de monómios em {ikr+2} cresce rapida­
mente. Acreditamos ser possível estabelecer uma relação de recorrência capaz de 
gerar os monómios faltantes em {Xr}, ou seja, o conjnnto {Z%r+2}* Entretanto o 
número de monómios aqui obtidos ainda é insnficiente para estabelecer tal relação 
de recorrência. [Note que o número de equações necessárias para determinar os 
invariantes “explode” a medida que o rank cresce (veja Tabelas 2 e 4)]. A deter­
minação de novos invariantes a partir de combinações lineares gerais (força bruta) 
para serem usados como elemento de comparação requer, a julgar pela tendência na 
última linha da Tabela 4 e pelos números de coeficientes em T?b e X fb  mostrados 
na Tabela 2, a solução de sistemas de equações com não menos que 1000 equações.
Assim sendo, optamos por deixar em aberto a determinação de eventual relação
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r 1-2}
11 « 0 « 8
12 «Ottfittfi +  «5tt6«9
13 +  « o « 5 « 6 « 9  +  tt2«5«g +  « 0 « i o  +  « 5 « 7 « L 0
14
ujjulttg +  tt§tt5«6«9 +  « o « 2 « 5 « 8  +  U qU ^ U í q +  « o « 5 « 7 « L O  +  
ttfttgttg +  +  tt2 « 5 « 6 « 9  +  « 4 « 5 « 8  +  tt6«7«ll +  « 5 « 8 « U  +  
«7*10
T abela 3  Monómios que faltam noa fluxos quando estes são gerados pelo método com­
binatorial ou pelas relações de recorrência (2.10-11).
rank r 12 13 14 15
nr. coef. T 67 95 134 192
nr. coef. X 227 330 477 684
total incógnitas 293 424 610 875
nr. equações 323 470 676 971
T àbela  4 Os números acima se referem ao sistema algébrico linear 
quando todos e apenas os monómios presentes em Tr e X r são usados, 
ou seja, não se referem a combinações lineares gerais (força bruta), 
cujos números seriam muifco maiores.
de recorrência paxa { ^ r+ 2} e passamos a nos dedicar a um approach alternativo 
para investigar a integrabilidade de sistemas dinâmicos, que é nosso objetivo prin­
cipal.
Capítulo 3 
A teoria de Lie
Como mencionado no capítulo anterior, desejamos agora partir para o estudo de 
métodos alternativos para investigar a integrabilidade de sistemas dinâmicos. Como 
grande parte dos estudos sobre integrabilidade de sistemas dinâmicos são baseados 
na teoria de grupos de transformações contínuos (grupos de Lie), dedicamos este 
capítulo a uma apresentação da teoria de Lie.
No fim do século passado Sophus Lie (1891] tentou sistematizar a integração de 
equações diferenciais a partir da invariância destas equações sob grupos contínuos 
de transformações (ou simetrias). Do ponto de vista prático, a importância destes 
grupos de transformações vem da possibilidade de usá-los para abaixar a ordem 
das equações diferenciais ordinárias ou diminuir o número de variáveis nas equações 
diferenciais parciais, através da construção de constantes de integração. O método 
adquire, além disso, uma especial importância de um ponto de vista físico já  que 
neste contexto as constantes e simetrias têm, frequentemente, uma interpretação 
prática.
Na seção 3.1 apresentamos um resumo da teoria de Lie para o caso de uma 
equação diferencial com duas variáveis independentes e uma dependente e, logo a 
seguir, generalizamos os resultados. Na seção 3.2 são resolvidos 2 exemplos simples, 
como aplicação dos resultados da primeira seção. Na terceira e última seção damos 
as simetrias de diversas equações conhecidas. Nesta seção, os resultados B, D e E  
são contribuições originais nossas. Note que as equações (3.36) e (3.39), contendo 
as derivadas cruzadas uxt e uxxt, são mais complicadas que as da família da KdV.
3.1 Teoria.
Nesta seção introduzimos a teoria de Lie para equações diferenciais com duas 
variáveis independentes e, logo a seguir, fazemos a generalização para qualquer 
número de variáveis.
Para evitar trechos cansativos retiramos dos cálculos passos simples porém 
longos. O leitor interessado pode encontrar mais detalhes em Bluman & Cole J1974].
A. Caso especial de 1 variável dependente e 2 independentes.
Considere uma equação diferencial parcial com uma variável dependente u e duas 
variáveis independentes x et:
««,•■•) = 0 , (3.1)
onde os índices x , í ,zx s. . .  representam diferenciações parciais.
Desejamos submeter esta equação diferencial a um conjunto de transformações
das variáveis z, t , «:
£
x -  /(*,*,«,£), t = g(x)t}u)f), ü = k (z,f,tt,£), (3.2)
sujeito às condições iniciais
w- /(*,*, «,e = 0) =  x, g{x, t, u, e = 0) = í, h(x,t,u,e = 0) = u,
de modo que a equação (3.1), quando transformada, seja formalmente idêntica à 
equação origina]. Para tanto, seguindo Lie [1891], expandimos (3.2) em torno de 
c =  0 obtendo a transformação infinitesimal
x = x + eÇ{x,t,u) + 0 {€2),
t = t + er(x, f ,«) + 0  (c2), (3.3)
u = u + £T}{xi ty«) + ^(e2).
As funções f , r e  í| são os infinitesimais das transformações das variáveis x,t e u, 
respectivamente.
Nosso objetivo é encontrar o grupo de transformações que deixa a equação dife­
rencial (3.1) invariante, ou seja, determinar as funções f , t  e t}. Para isto precisamos 
estender o grupo para calcular como as derivadas se transformam.
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Usando a regra da cadeia é simples mostrar que
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dü
dx
—  =  u x  +  £
d q
dx +
fd n  d £ \  dr d£ 2 dr 1 + 0(c‘).
Usaremos çx, ft para representar os infinitesimais de düjdx, düfd t, respectivamente. 
Então
_  d*!
dx
(dri d £ \  dr d£ 2 &7
Ux Ut
e, de forma similar,
_  dt) ídrf drf t i â r \  dÇ d r  2 d i
* =  dt + ( Ú  ~ d i )  ■* -  f i f -  3 ? -  ã í ”*"1'
9 f .
são, como chamaremos, a primeira extensão. A segunda extensão, Çxx>Çxt, ftt, assim 
como as subsequentes são obtidas analogamente.
Dizer que a equação (3.1) é invariante sob o grupo de transformações £, t, t) 
significa dizer que
Cj(í, í, Ã, ttí, tt*, «íã, «£t, ' * 0 =  U> tt* » M«> * • ')>
ou seja,
bj(x, f, Ü, ilXf ttf, WJíj tljy, • • •) 0.
Como estamos considerando apenas a primeira ordem do parâmetro e, temos
w(:r +  e f, í +  f f , « +  c»?, «x +  cf*, «t +  £ft3 +  €&x, «xt +  f f it ,  «tt +  efa, • • •) =  0,
que pode ser escrita como
£j(x, f, «,«*, «í, uxx,uxt,utt, • • •)+
\ d u  doj doj du du du
% + Tl t  +  n d i  +  + s,W t +  s,* ê íZ +
=  0.
Desta forma, a condição para a invariância é:
.du du du du du du
%  +  r ã í  +  n s i + f l ã 5 ; + + f c a«
+  •••  =  0 . (3.4)
X X
i
A fim de encontrar os elementos infinitesimais r, rj que deixam a equação 
(3.1) invariante, nós substituímos os infinitesimais çXi Çt,Çxxf . . .  em (3.4). A equação 
resultante é tratada como um polinómio nas derivadas de u cujos coeficientes de­
pendem das variáveis x,t,u  e das incógnitas t, rj. Estes coeficientes devem ser 
iguais a zero para que toda a equação (3.4) seja zero, para todo x, t e qualquer 
solução u(x, t) da equação diferencial.
B. Invariância em geral.
Vamos agora generalizar os resultados do item anterior para sistemas de equações 
diferenciais contendo um numero arbitrário de variáveis dependentes e indepen­
dentes. Mostraremos como calcular as extensões para qualquer ordem dos infi­
nitesimais das transformações. Em todo o restante desta seção índices repetidos 
denotam somatório.
Ccaisidere um sistema de N  equações diferenciais, ordinárias ou parciais, 
denotado por
oju{xi,tia, u f iufj ,---uf1...ik) =  0, i/ =  1 - - JV, (3.5)
onde x = [xi, • * • xn) é o vetor de n componentes reais, identificado com as variáveis 
independentes; tt = (tt1,-**umj  é o vetor de m componentes das funções de x, as 
variáveis dependentes;
duQ „ dua „ dua
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w» — a«..» u*3 ~  e u»i—*dxi ’ *3 dxidxj M "*k dxii • • - dxik
são as derivadas em relação às variáveis independentes x.
A transformação nas variáveis z ,u  a que desejamos submeter o sistema de 
equações diferenciais (3.5) pode ser escrita genericamente como
í  =  /(x,u,£), tt =  Â(x,«,c). (3.6)
Expandindo-a em torno de e =  0 obtemos a transformação infinitesimal
*i =  *< + £&(*,«) + 0 (e2),
üa =  tía + «?a (z, u) +  0 {e2).
Para resumir os cálculos das derivadas parciais em relação a z* das funções que 
dependem de X{ e ua (xj) introduzimos o operador diferencial total:
D‘ = s í - + < ^ -  <3-8>
Desta forma os infinitesimais £f,-**>$£...»* podem ser gerados recursivamente 
através das relações
í f = Afo») -  < m . ) ,
=  D iA u U * -,)  -
A condição para invariância, obtida de modo análogo a (3.4), é
r d(*}v , j.ct3^v  I I ra d<j)v —~ fo in)
+  i  +  v ~ l  N • l 3 1 0 )
É fácil perceber que a equação acima pode ser escrita na forma
=  v = l  --JV, (3.11a)
onde
= í i á '  +  , ° ã ^  +  í f  Â ? + ~' + ç^ ' ' d J t z  !3-llb)
é o operador da transformação infinitesimal para equações diferenciais de ordem k y 
ou seja, a fc-ésima extensão do operador da transformação infinitesimal das variáveis 
x, u
A aplicação do operador UW em cada equação do sistema, conforme (3.11a), dá 
um polinómio nas derivadas dos ua que deve ser igual a zero. Fazendo os coeficientes 
das derivadas iguais a zero formamos um sistema de equações diferenciais parciais 
lineares para as funções (a serem determinadas) &(*.«) e Va(x>u)- A solução 
geral deste sistema (quando existir) dá os grupos de simetrias do sistema (3.5). Na 
próxima seção mostraremos como fazê-lo em dois exemplos. A primeira aplicação, 
com a equação do calor, foi primeiramente desenvolvida pelo próprio Lie {1881]. 
Depois, usaremos a experiência adquirida neste primeiro para obter o grupo de 
simetrias de outro caso de 1 variável dependente e 2 independentes, a equação de 
Korteweg-deVries.
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3.2 Exemplos simples.
A. Exemplo 1: equação do calor.
Como um primeiro exemplo, vamos determinar o grupo de simetrias da equação 
do calor,
Ut — Uxx)
usaodo a teoria descrita na seção anterior. Esta equação pode ser reescrita na forma
w = «xx -  «t = 0. (3.13)
A transformação infinitesimal procurada é
x = x + et{x, t, tt) + 0 { í \
í = f +  cr(x,í,tt) + 0(e2), (3.3)
tt =  tt +  tt?(s, t, w) + OJf2).
A equação do calor é de segunda ordem em x, portanto a condição para in­
variância sob a transformação (3.3) é
UWu>  =  0,
ou seja,
.d w  , dw , dw , du  t dw , du  , du> , du . » .
%  +  TW +  , 3 í + í ‘ã 5 r + í * ã s ; +  f,1ã s n '+ í ” !ã ^ + í l l 5 ^ _ 0 ' (S14)
Substituindo a equação diferencial (3.13) em (3.14) temos
UWw = fc, -  ft =  0, (3.15)
para todo í, x e qualquer solução «(ar, í), onde
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0 - Í Ü 5  +  / 2  
á i 2 1
/■. s 2ij á 2í\  92f  , /'a2»  „ ô2í  \ 2(  ôtótt 3x2 j  ô i2“, +  ( a«2 3z8u J  “*
_ 5 r  Ô T  0 7
~  d i Uxt ~  ~ f a UxxUt 2d u UxtUx
s -  Hl-L { H l -
Çt ~  dt d t )
são obtidas de (3.8) e (3.9), com
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«í
dr (3.16b)
xi = í, x2 = x, u1 =  «,
£ i = t ,  & =  £ e í?1 =  í).)
Substituindo-se as equações (3.16) em (3.15) chegamos a um polinómio nas 
derivadas de «. A equação do calor (3.13) é invariante sob a transformação (3.3) 
se e somente se çxx -  =  0 para todo x ,t  e qualquer solução u(x, t) da equação 
do calor. Para garantir esta última condição, usamos a própria equação do calor, 
ut = uXXi no polinómio, dando
d2rj dii 
~ ~âtdx2 +
„ d*t) 32í  . a r
dxdu dx2 dt
d2ri _ 2 d2t
du2 dxdu ui +
- 2
ux +  
d2rm _________
du *dxdu
dt dx dx2 #(
(3.17)
<r)2,j- tr
dtfU*Ut “ 2diUxt ~ 2^ UxtUx = °'du
onde cada coeficiente deve ser igual a zero, produzindo o sistema de 7 equações 
diferenciais parciais lineares:
dr _ d r  _  
fa i~ d x  ’ du = 0, du2 =  0,
2Ü 2- _ í í  + £ £ = odxdn dxi dt ’
—  -  2 ^ = 0  
dt dx ’
(3.18)
d2t\ dr} _  
dx2 dt 0.
Das 4 primeiras equações obtemos que as soluções r, £ e t} devem ser necessariamente 
da forma
7 =  t(i), í  = t{t) e n = «£>(*, ar) + ${t,x).
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No caso particular em que ^(f, x) = 0, a solução do sistema é:
r  =  a  +  2pt  +  712,
£ =  K +  6t +  fix +  7  xt,
j/ = -7 « 'x2 t
T  2 ) -
(3.19)
2 xu +  A u,
onde a,fi} 7, 5, k e A são seis parâmetros arbitrários.
A cada um destes seis parâmetros está associado um operador infinitesimal 
Ei, correspondendo a uma simetria, i.e. a uma transformação infinitesimal. O 
método para determinar os operadores 5, é simples: substituindo a solução (3.19) 
na expressão do operador U (3.12) e fazendo cada vez um parâmetro (letras gregas) 
igual a 1 enquanto os outros são mantidos zero, obtemos uma simetria:
U =  ( a  +  2p t+  7í 2)  £  +  ( k  +  St + px  +  7xt) d^x
+ —7 «
x * -x u  +  A«
A
d_
du
a.
7 =
6 =
K =
A =
d_
d V
= * - 2tm  + z d x ’
s*=xt§ ; +t*m
S 4 =  t-x----- —tidx 
„ _  d_ 
“ 5 “  dx' 
d
2 du'
26 =  Udu
4 + 2 u
d_
du'
Estes seis operadores formam um grupo de transformações infinitesimais, ditas 
tfde Lie*, que deixam a equação do calor (3.13) invariante. Alguns deles representam 
invariância sob transformações triviais no espaço (x, í): Sj representa invariância 
sob translação em í, i.e. invariância frente à transformação í  =  z e í =  í +  c; 5o
denota invariância sob a transformação x =  elx, t = e2^ , chamada de estiramento, 
H4 significa invariância galileana, ou seja, invariância sob a transformação t — í, 
x = x + et; Es invariância sob a transformação f =  f, x — x -f e, ou seja, translação 
em x. Contudo, nem sempre é possível determinar diretamente o significado físico 
de cada “simetria de Lie”, apesar de podermos determinar a que transformação 
cada operador 5, está associado. Por exemplo, se a equação diferencial tem uma 
simetria da forma
d d 
a ~ ~ V d z  d y ’
dizemos que tal equação é invariante frente à rotação infinitesimal no plano xy. Isto 
pode ser notado quando se faz
Ex = - y ,  E y = x,
E2x = E(-y) =  - 2, E 2y = Ex = - y ,
E3x = E(-x) = y, E3y =  E{-y) =  - x ,
E4x =  3(y) = x, E4y = E(-x) = y,
assim
x = x + e(Ex) +  ||-(52i) + | j ( 5 3a:) ,
x  = X  + e{-y) +  |y (-x )  + 3f (y) +  +  1 • ■> 
x =  xcosê - ysine,
e
y =  !/ + £( 5 y ) + |( 5 2!,) + í ( H 3!í) +  . . . ,
y = y + t{x) + |y (-y ) + gj-(-x) + |j - ( y )  +  • • •, 
x  = ycosc +  xsm€.
B. Exemplo 2: equação de KdV.
A teoria de Lie aplica-se igualmente bem a equações diferenciais lineares quanto 
dão-lineares. Neste exemplo veremos que não há nenhum detalhe adicional no
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cálculo do grupo de transformações infinitesimais de uma equação diferencia] parcial 
não-linear. Escolhemos, para este segundo exemplo, a própria equação de KdV
a> = ut + uux + uxxx = 0, (3.20)
cujo grupo de transformações infinitesimais foi determinado por Shen k  Ames 
[I974j.
Analogamente à equação do calor, esta equação tem uma variável dependente 
u e duas independentes x e t .  A transformação que devemos submetê-la é portanto 
a mesma que no exemplo anterior:
t = t + £r(t, z,tt) + Ofc3),
x = z  + eÇ(t,xtu) + Õ(€2), (3.3)
,r  ú = u + tti{tix iu) + 0 {c2),
A equação de KdV é de terceira ordem, necessitando portanto da terceira 
extensão do operador Uf ou seja
d * d d d d
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dt dx du dut dux
d , d . d / ,
(321)
d d ,  ^ d ,  ^ d 
+  Çitt ã “ "------- 1" --------- 1" Çxtfn~ r  Çxxtdum  T  > * * *  duxxx T  duxtt ' duxxt'
A aplicação de í/í3) na equação de KdV dá a condição de invariância sob a 
transformação (3.3):
t/(3)w =  & + «f* +  rçu* + = 0, (3.22)
onde as funções ft, çx e fXII são obtidas das relações (3.8) e (3.9), usando as mesmas 
definições do exemplo anterior.
Xi = í, x2 = x, u1 =  ti,
6  =  7, =  £ e rç1 =  i?.
Após usar a própria equação diferencial (3.20), na forma ut =  —uux — uXXX) 
para que (3.22) seja igual a zero para qualquer solução ii(x, t) da equação diferencial, 
obtemos o sistema de equações diferenciais ao igualar a zero os coeficientes das 
derivadas de u:
drj _  di) d 2t} 
dt ; dx du2 ’
dx2 “  du ~  ’
9L  = ?L = q (3.23)
dx du ’
dt  dr .
’, ~ ã í _ “ ã í  ã í  ’
^ I _ 3 ^ í - 0
d x
Repare que, apesar da equação sob investigação ser não-linear, o sistema e de 
equações diferenciais parciais lineares!
Ao integrarmos o sistema (3.23) chegamos às transformações
7 = at + /?,
+  +  (3.24)
2 ,
V =  -  j á «  + 1 ,
onde os quatro parâmetros 6 levam ao grupo de simetrias da equação de
KdV:
-  _  > 9  j .  x  d  2 „ 9  
dt 3 dx 3 du ’
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-  _  9  
* > - d ~ V (3.25) 
d d
^ - ' T x + d u '  
" -  —
“ 4 _  d x
3.3 Grupos de simetrias de algumas equações conhecidas.
O procedimento descrito nas seções anteriores é simples e direto mas pode se 
tornar muito trabalhoso para mais que três variáveis e equações diferenciais de 
ordem superior a dois. Contudo este problema foi simplificado por Schwarz 
[1982] ao desenvolver um pacote de rotinas REDUCE que fazem o trabalho quase 
automaticamente*. Nesta seção daremos os grupos de transformações de diversas 
equações diferenciais por nós obtidos usando o pacote original de Schwarz.
A. Equação de Sdirõdinger não-linear.
A equação de Schrõdinger não-linear em uma dimensão (Johnson, Lonngren k  
Nicholson, 1979) pode ser escrita como
i*xx +  ííh + KlVfV' =  0- í3-26)
Se definirmos
\j)(x, i) =  u{x, t) + iv{xt t), (3.27)
substituirmos na equação (3.26) e igualarmos as partes real e imaginária, obtemos 
as equações acopladas
Uxx-vt + Ku(u2 +  v2) =  0,
(3.28)
Vxx +  « í +  Kv(u2 +  V2) =  0.
Usando a notação introduzida na seção 3.1B, definimos
t = Xi, u = u l , 
e
x = x% v = lí2.
Agora, fazendo uso da rotina LIE4 do pacote REDUCE de Schwarz, podemos facil­
mente determinar as simetrias da equação de Sdirõdinger não-linear como sendo:
u = ^w t+^ +'> ' l +’>2fv ’ <3-29>
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t A versão 3.3 do REDUCE contém um pacote mais completo para determinar as simetrias de 
equações diferenciais parciais, também de autoria de F. Schwarc.
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onde
fc = 2 at + 6,
& = ax +  pt + 7, 
rç1 =  - a «  -  %(Px  +  k ) v , 
i f  = -at> +  \{fix +  /c)«.
O resultado acima concorda com o obtido por Johnson, Lonngren & Nicholson 
[1979].
B. Equações de Maxwell-Bloch reduzidas.
Às equações de Maxwell-Bloch reduzidas
ux =  - f i V ,
vx = Ew + ftu,
(3.30)
tvx — -E v ,
Et =  -*>,
derivadas inicialmente por Eilbeck et al. (1973], sâo usadas para descrever a 
propagação de pulsos opticos curtos através de materiais dielétricos com uma 
transição ressonante não-degenerada. Grauel [1986] mostrou que este sistema de 
equações possui a propriedade de Painlevé implicando integrabilidade. Porém o 
grupo de simetrias de Lie para as equações de Maxwell-Bloch reduzidas não havia 
sido determinado. Damos, aqui, este grupo.
Para simplificar introduzimos as definições
t = x i, u = u \  w = u3, 
x =  x2, v = u2, E  — ti4.
Usando a rotina LIE4 de Schwarz chegamos ao sistema de equações diferenciais 
parciais lineares:
H í  _ n  W
3 + «Ü =  0
da + »u ’
»2 l = 0dv +  dv ’
• S + E - » .  
• S - W - .
dt}1 dt}1 n 
v - ~ —  w ~ -  =  0 , 
dv) dv
dt}* drj4 d£i 2 _r>
VW  ~ d f  v ~dt n ~  ’
H i  H i  ft
dq1 dii1 dÍ2 d i f  2
f . JP d*}2 Q*? I < l i r  ,^  + £ w )  + b „ _  _  _ + (í<„ + £ « , )  _ +
lifj1 +  £»?3 +  «JJ/4 =  0, 
dl]3 ,  „  .dl}z „  <?»?3 cty3 „  d&  n  2 4 n- ( , .«  +  E w ^  + E v - ^ - - ^ - E v w - E n  - v n  = o .
Tal sistema foi resolvido propondo-se soluções polinomiais para os £, e os i\a. 
Quando o grau destes polinómios é menor ou igual a 3, encontramos uma solução 
da forma
£1 = a + pt + r/t2,
6 = í,
91 = -(/? + 2lt)«> 
tf  = - ( í  + 2ii)», 
ç 3 =  +
<í4 =  0,
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implicando uma simetria
tt e d + d i # , 2 ^  . 3 d ■ 4 £*
^ d i  ^ ã z  n d í + v  a i  + '> ã ^ + ’’ m
C. Equação de KdV generalizada.
As equações de KdV e KdV modificada pertencem a uma família de equações 
diferenciais que pode ser escrita genericamente como
ttf +  UnUx +  «xarx = 0  (« > 1), (3.32)
chamada de equação de KdV generalizada e que tem sido invastigada em relação 
à sua integrabilidade. Procedendo como no Exemplo 2 da seção 3.2 obtemos as 
simetrias da equação (3.32):
r r _  d  3  9  
U ~ 7 d t + t dz +rid u ’
onde as funções f , t  e j? são
i) para n =  1, equação (3.24);
ii) para n > 2,
£ =  %naz +  (3.33)
r  =  nat  +  /?.
As funções (3.33), a menos da normalização, concordam com as recentemente pu­
blicadas por Lakshmanan & Kaliappan [1983]. Note que a equação de KdV genera­
lizada com n = 1 possui um número maior de simetrias do que quando n > 2. Lsto 
deve-se ao aparecimento, no sistema de equações diferenciais, de n e n — 1 como 
potências de «. Assim, quando n =  1, o coeficiente de soma-se com o termo 
independente, impondo menos restrições às funções f , r  e rç.
D. Efeito Zeeman quadrático.
Vamos agora determinar o grupo de transformações infinitesimais da equação de 
Schrõdinger para um átomo de hidrogênio sujeito a um campo magnético intenso, o 
efeito Zeeman quadrático. Este problema é de grande interesse hoje em dia devido
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a possibilidade de realizar experimentos em estados de Rydberg, que permitem 
investigar eventuais manifestações quânticas de propridades caóticas presentes no 
hamiltoniano clássico [Wintgen k  Friedrich, 1986, Delande k  Gay, 1986 e Wunner 
et ai., 1986).
Em coordenadas esféricas, a equação diferencial correspondente é [Wintgen k  
Eriedrich, 1987]
onde Lz é a componente z do momentum angular e 7 =  eBf(mc) corresponde à 
intensidade do campo magnético em unidades de 2.35 x 109 Gauss.
Usando coordenadas parabólicas,
o termo em <f> pode ser separado da maneira usual, í ( r ,  8, <j>) =  , rç), resul­
tando na equação diferencial em duas dimensões
Nesta equação £ e r) representam coordenadas parabólicas; portanto, designare­
mos os infinitesimais das transformações através de v4(£, r\,$) e B{Ç, 17, tp) para as 
variáveis independentes (  e ij, respectivamente e ç, ip) para a variável depen­
dente rj).
Jv*  -  J  +  j i L ,  +  sin2 í j  ¥(r, t ,  #) = E*(r, S, 4),
£ = r + z, t} = r — z, <f> = arctan(y/ar),
Desta forma, aplicando a rotina LIE3 de Schwarz, obtemos o sistema de 
equações diferenciais parciais lineares:
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d A  d B ]  
d £  dri
+  ÇB -  r\A =  0,
d2B  _ 02C 1
flrç2 “ dij)di] +e
r d2A
d B  M 9 B  o a  Ã n c  
+ 2 d A Ô [  
.  a2c i
+  £d ?  d i > d i  
&  { [t* £ V  + 4 m + (4f»7 -  8£)£j?] (£ +  rj) -  16fr} x
{ * S " * § + ° } " “ í V
d ?
4- A — 0,
+ A = 0,
r d2C , . d2C  , a C  , d C
Í-5I2 +Í9-Õ75-+ — + +^ 2 ’ ^  d f l
r)íf)A [l2Ç3ri2 -  (4m7 -  8E)Çi]2 +  16£i] + 4m2(£ + 2»?)] +
£2ij)B [72f  rç2(f + 2ii) +  (4n?7 -  SE)rj2 -  4m2] = 0.
que pode ser resolvido, como no caso das equações de MaxweU-Bloch. reduzidas 
(item B desta seção), propondo-se soluções polinomiais para as funções A,B  e C. 
Considerando polinómios de grau até 4, encontramos como única solução
,4 =  0, B  = 0 e G — aif), 
para quaisquer valores de m, E  ou 7, que corresponde à simetria
d
(3.35)
U = rj)
dij)'
Seria interessante relacionar este grupo de simetrias com possíveis invariantes 
para o efeito Zeeman.
E. Equações do tipo ut -  uxt =  F{u, ux, «IX, ...)
A procura de invariantes para esta classe de equações é mais complicada do que para 
a KdV já que o termo com as derivadas cruzadas (uxt,nxxt}...) dificulta a utilização 
de diversos métodos conhecidos. Vejamos a seguir dois exemplos de equações desta 
classe:
i) Equação de BBM
A equação de BBM [Benjamin, Bona k  Mahony, 1972] ou equação de onda longa 
regularizada,
«t +  « jc +  ««a: -  « ix t =  0, (3 36 )
pode ser escrita de uma forma mais compacta, como aparece no Capítulo 1, quando 
« é substituído por —u — 1 na equação acima:
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tíj titíj tixxt — 0. (3.37)
Usando o precedimento descrito nas seções anteriores, chega-se facilmente a um 
sistema de 10 equações diferenciais parciais lineares cuja única solução é:
t  =  a  +  7*,
t  = (3.38)
V =  - 7 « ,
correspondendo à simetria
TT c d d d 
u = ( d i +Tm +,ldi-
ii) Equação (26) de Caldas & Tasso [1979]
«í -  «n t ~  2utt* -  4«!«^ -  2uuxxx =  0. (3.39)
•5
Esta equação, descrita por Caldas & Tasso [1979], possui uma simetria da forma
TT c d ^ d
t í - %  +  r 0 f + , ã 5 '
onde
t  = -flt, £ =  a  e 1] = P u .  (3.40)
Os resultados * e », que não encontramos em lugar algum da literatura, como 
veremos no capítulo seguinte, poderão eventualmente servir para obter invariantes 
para estas equações.
Capítulo 4
Outros resultados
No capítulo anterior estudamos uma teoria de grupos de transformações contínuas, 
a teoria de Lie, como base para a investigação de métodos de integrabilidade de 
sistemas dinâmicos. No presente capítulo vamos analisar alguns destes métodos 
que encontramos na literatura recente, a fim de investigar sua possível aplicação a 
equações de evolução não-lineares que contenham termos com as derivadas cruzadas, 
como é o casso da BBM e a equação (26) de Caldas & Tasso [1979J.
Na primeira seção é feito um estudo de um trabalho de K.M. Case [1985J 
onde constantes de movimento de equações de evolução não-lineares qne podem ser 
escritas em um formalismo hamiltoniano são relacionadas às soluções das equações 
variacionais obtidas pela linearização das equações de evolução.
Na seção seguinte analisamos dois métodos para a construção de constantes 
de movimento usando as simetrias da equação dinâmica do sistema, obtidas pela 
teoria de Lie.
4 .1  Constantes de movimento e as eqnações variacionais.
Equações de evolução descrevendo sitemas contínuos podem ser escritas generica­
mente [veja Capítulo 2] como
« . = - ? [ « ] •  (2.1)
Cada equação do tipo acima pode ser linearizada em torno de uma solução particu­
lar, obtendo-se a “equação variacionaF associada a ela [Whittaker, 1937], através 
de
ôut = í4-1)
onde
=  d_FW +  M \ (4-2)
e=0
A vantagem de se fazer isso é associar a cada equação diferencial parcial não- 
linear uma equação diferencial linear, para a qual há métodos bem mais simples e 
conhecidos para a determinação de suas soluções.
Case [1985] conseguiu relacionar as soluções destas equações variacionais (line­
ares) com as constantes de movimento das equações de evolução do tipo (2.1) que 
podem ser escritas no formalismo hamiltoniano, através do colchete de Poisson
<5tt =  (u,7]. (4.3)
I  é uma constante de movimento para a equação de evolução e 6u é uma solução 
da equação variacional. O colchete de Poisson relacionado às equações de evolução 
da forma
é definido por [veja Capítulo 1]
\F,G] = j y ^ A § .  (1.7)
Desta forma Case reproduziu constantes de movimento de algumas equações
conhecidas como a KdV além de obter uma nova constante para a equação de
<*í'
Kadomtsev-Petviashvili (uma extensão ao espaço de duas variáveis da equação de 
KdV).
Como um exemplo, vamos considerar a equação de Korteweg-deVries
— tíUj ^xxx-
Esta equação pode ser escrita na forma hamiltoniana tomando-se A = dx e
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* - £ ( í - í h
Para linearizar a equação de KdV em primeiro lugar obtém-se F\u+e6v\ (veja 
equação (4.2)):
Fjti + eêu} = -(u  + eÔü)(u + e8u)x - (u + £<$«)«:*,
=  — t t t t x  — Uxxx -  e ( t t 6 t t x  +  « a r ó l t  +  Ó t t* s x )  -  Ç?6u6ux.
Derivando-se este resultado em relação a e e fazendo-se e — 0 temos o funcional
F ' [ H - '
^ [^5w] — ]—tiôltx Hxôil àu^xx — ,
— - t í í t t j  — — ÔUxxx-
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Agora, de (4.1), chegamos à equação variacional
(ôtí)í =  —w(5ti)x ■—' ux(6u} (ôujXxx~ (4.5)
Uma solução para a equação acima é
ôu = tux — 1,
que pode ser escrita como ôu =  [w, T\ desde que tomemos
dx, (4.6)T f°° \tu2 1~ i - o o  [  2 * *
Isto porque, de acordo com a equação (4.4),
(47a)
L
« ■ « .)
_ a3 dx* ôu
d_ôT  
dx ôu'
(4.7c)
= S -  (tu — x) = tux -  1. (4.7d)
o x
Na passagem de (4.7a) para (4.7b) utilizamos a equação (C.9) [veja o Apêndice C 
para uma revisão do conceito e propriedades de derivada funcional].
Ou seja, T  é uma constante de movimento para a equação de KdV. De fato, esta 
constante foi apontada por Miura, Gardner k  Kruskai [1968] e, conforme conjec­
turado por eles, é a única dependente explicitamente de x e t (em geral as constantes 
de movimento não dependem í).
Além disso, como T  é explicitamente dependente de t,
r = a M  =  \ j ~ y dx ' (48)
também é constante de movimento. Uma outra constante pode ser construída a 
partir do colchete de Poisson destas duas primeiras:
Como as soluções u da equação de KdV se anulam nos extremos do intervalo, temos 
uma terceira constante de movimento da forma
roo
T  = — I udxi
J-CO
que é a mais conhecida constante para a KdV, obtida diretamente da própria 
equação (veja seção 2.1]. Neste caso particular não obtivemos nenhuma informação 
nova. Entretanto o método permite construir invariantes adicionais, como no caso 
da equação de Kadomtsev-Petviashvili, reportado pelo prórpio Case (1985].
4.2 Simetrias e leis de conservação.
Do estudo da Mecânica Clássica é bem sabido que as simetrias de um sistema físico 
têm um papel importante na identificação de constantes de movimento. O Teorema 
de Noether [1918]*, por exemplo, tem sido usualmente empregado na obtenção de 
quantidades conservadas a partir de simetrias do lagrangeano porém, é obviamente 
necessário restringir-se a formulações lagrangeanas. Por outro lado, tem-se investi­
gado um método simples e direto para a construção de constantes de movimento a 
partir das simetrias de Lie, obtidas diretamente da equação dinâmica do sistema, 
ou seja, sem necessidade outra que as equações diferenciais que descrevem o sis­
tema. Além disto, o método de Lie em geral dá origem a mais simetrias que o 
método de Noether1 (no pior caso os dois métodos produzem as mesmas simetrias). 
Desta forma, dedicamos esta última seção para analisar dois procedimentos para a 
construção de constantes de movimento a partir das simetrias de Lie.
A. Prince & Eliezer [1981] descreveram um método que permite a construção de 
constantes de movimento associadas com cada elemento do grupo de simetrias de 
Lie. Estas constantes de movimento são construídas a partir de constantes de 
integração assim como a teoria de Lie constrói as “variáveis de similaridade”. O 
método pode ser resumido como segue:
t O Teorema de Noether [Arnold, 1978 e Goldstein, 1980] afirma que, a cada transformação in­
finitesimal que deixa o lagrangeano invariante corTesponde uma primeira integral das equações 
de movimento. Porém o inverso não é verdade; há constantes de movimento que não corres­
pondem a propriedades de simetria.
* Não encontramos explicação plausível para este fato. Entretanto ele é bem conhecido na lite­
ratura (veja, por exemplo, Prince & Eliezer, 1980] onde também é mencionado sem explicação.
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Para cada elemento 5n do grupo de simetrias de Lie
1. determina-se sua primeira extensão, o operador 5^;
2. constrói-se as constantes de integração do operador 5J,;
3. obtém-se um sistema de equações diferenciais de segunda ordem, invariantes 
sob a aplicação do operador S(J, derivando-se as constantes do item 2 umas em 
relação às outras;
4. integra-se as equações, construindo-se novamente constantes de integração, em 
função daquelas do item 2;
5. estas novas constantes, quando explicitadas nas variáveis do sistema, são as 
quantidades conservadas do Bistema.
No caso do problema de Kepler, em duas dimensões, temos as seguintes 
equações de movimento
i + %  = 0
(4.10)
í + f = 0 ,
onde r  = y/x2 +  y2. Aplicando a teoria de Lie, descrita na seção 3.1B, encontramos 
três simetrias para o sistema (4.10):
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H. — __
dV
(4.11a)
E* ~ Xdy y dx' *4' l lb ^
. d 2x d 2 y d  /, „  j
*  = ,m  + T B  + Í w  (411c)
Este último operador, E3, não pode ser obtido a partir do teorema de Noether 
aplicado na formulação lagrangeana da equação (4.10) [Prince & Eliezer, 1981], 
assim o escolhemos para aplicar o método. Usando as equações (3.8,9,11b) obtemos 
a primeira extensão de S3
b» +  -  Í A  _  É A  (4  12)
“3 dt 3 dx 3 dy 3 d x  3 d y ' 1
As funções invariantes para E3 são encontradas integrando-se
dt _  dx _  dy _  dx _  dy
T ~ ¥ ~ J y ~ - ¥ ~  - í »  ’
(4.13)
analogamente,
onde
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as constantes de integração para as equações diferenciais acima são
Ui — zt~2f3,
«2 = »r2'3,
(4.14)
VI =  X  í 1^3,
V2 =  y*1 /3 .
Quando derivamos umas em relação à outras, encontramos
du2 _  du2jdyy  +  d ^ f d t  
dui ~  d u i fdxx  + d u i fd t '  
__ 3yt1!* -  2 yt~2!3 
~  S ir í1/ »  -  2xt~2/3 ’
=  ” ! ,**)> (4 -15a)
(415b)
E = ^ r = !C ™ = 6 ( t t l ' “2’ ” l ’ ”2)’ (4 I5c )
P = (« ?  + «l)1/2 = r r 2/3. (4.16) 
As soluções de (4.15) são [Prince & Eliezer, 1981]
Wi{u\)u2)vi,V2) =  «íwf -  U2VÍV2— = constante, (4.17a)
W2(tti,«2,t>i,tfe) =  = constante. (4.17b)
Após substituir (4.14) e (4.16) nas equações (4.17), temos as componentes x  e y do 
vetor de Runge-Lenz:
xy2 — yxy — =  constante, 
yx2 -  xxy — —  = constante.
Este método descrito por Prince k  Eliezer [1981] é capaz de gerar constantes de 
movimento que o teorema de Noether não fornece, como é o caso do vetor de Runge- 
Lenz para o problema de Kepler. Porém sua aplicação requer solução de equações 
diferenciais às vezes muito complexas.
B. Um outro método para obter constantes de movimento a partir das simetrias de 
Lie, com aplicação mais simples e direta, foi descrito por Moreira, Ritter k  Santos 
[1985J. Esse trabalho é uma extensão de um resultado de Whittaker [1937] que 
mostra que se uma equação descrevendo um sistema hamiltoniano discreto, admite 
uma quantidade conservada /  explicitamente dependente do tempo, então será 
também uma quantidade conservada para este sistema, O que Moreira et d. fizeram 
foi sugerir que o resultado de Whittaker para o caso discreto é um caso particular de 
um resultado mais geral que relaciona as simetrias de Lie da equação de movimento 
com as quantidades conservadas, mesmo no caso de sistemas não-hamiltonianos. 
Mais tarde (Moreira, 1986] o resultado foi estendido para equações de evolução que 
descrevem sistemas contínuos e é ntilizado como método de construção de novas leis 
de conservação a partir do conhecimento das transformações de simetria da equação 
e de outras leis de conservação.
Em resumo, o resultado de Moreira et al. é o seguinte: se I  for uma quantidade 
conservada (com possível dependência até derivadas em x  de »-ésima ordem) para 
uma equação que admite uma simetria 5, então
r = S(n)/ ,  (4.18)
também é uma quantidade conservada, onde S(n) é a n-ésima extensão do operador 
5 (veja Caítulo 3, equações 3.11b e 3.12).
No caso de sistemas contínuos (uma variável dependente « e duas independentes 
x e t) o operador infinitesimal 5 é escrito da seguinte forma
- Ô -L. 8a=Tm +^ +,lw
A densidade associada a P pode ser obtida fazendo-se a transformação infinitesimal 
SW em /:
/  =  /  +  < £ < " ) / + 0 ( 6 * ) .
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Como
f  =  T + eEW T+0(e2), 
z =  x + eÇ +  0(e2),
onde T  é a densidade associada a J, contendo derivadas até n-ésima ordem, temos: 
/  +  eH(”) / + 0 (£2) =  J l T  + e Z W T + O ie ^ d lx  + et+OiE2)],
1 + e S ^ / +  0 {e*) =  J  T dx +  e / [ E ín) f  + T
Il é o termo de primeira ordem em e. Assim
/ '  =  I T *  dx =  j  ^ n>T + 7 ^
SI
da: dx +  Oíe2).
portaaito
V  =  5<B)T + T^$-.dx (4.19)
Uma verificação simples deste resultado pode ser feita com a equação de 
Korteweg-deVries,
Ui — - ttttj  —
Usaremos como ponto de partida duas constantes de movimento publicadas por 
Miura, Gardner k  Kruskal [1968J:
/l  = J_ 0o [ t  ”  ZnU* +  l***
HÍ[
dx
\xu - 1
(4.20a)
(4.20b)
Como vimos na seção 3.2B, as simetrias de Lie para a KdV são
d
d x ’
„ _  d x d 2 d 
“2 ~  d t + 3dx  3Udu' (3.25)
Como /i e I2 contêm somente derivadas até segunda ordem, necessitamos calcular 
as extensões 5 ^
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m(2) -  A
1 dx'
'-’(2) x d 2u d d 5ut d
^  ~  dt 3 dx  3 du Ux dux 3 dut
4 uxx d 8 utt d d
3 duxx 3 dutt Uxt duxt ’
~(2) * d , d d d d
5(2) _  a  
“4 -  d f
Aplicando-se estes operadores a I \> temos
sS2)/i
__ r 2« d 
~ [“ T á «
u d 4uxx d
du dux 3 duxx h
i2*zx
312)/, 
5f h
« r  r« ,—3 J_0 ["4 * 5^ 
ik h d x := h ’
i x  = - \ l u
K *  =  a
(4.21)
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Aplicando agora os operadores (4.21) em I2 temos:
H Í2)í2 ~ » i k
ro o
= I ndx = It,
J-00
d . x d 2u d 
~Zõ
tu21
m(2)/2 — íf— -f- - -
2 0 r  35z 3 5« h
1 r }
=  - 5 / 4 “ - t ]
s^ = [ 4 + I í] í2= 0'
5^ = ^ = / I
1
d x - - - í 2,
Obviamente, o método pode ser aplicado a cada nova constante, possibilitando 
gerar outras quantidades conservadas:
sS2>/3 =  - 2/3, ãS2)/4 =  -|í4, H<2>7s =  - | / 5,
4 2)/a =  0, ^ 2>/« =  0, h£2)/ 5 = 0,
4 2</3 =  6/4, E<2)/4 = 4 , S|2>/s =  0,
s12)/3 = 0 , HÍ2>/4 = 0 , H ^ h = 0.
Entretanto, pela própria natureza do método, a geração de constantes de movimento 
não é infinita já que o rank das constantes é abaixado a cada aplicação dos opera­
dores. Neste caso começamos com um invariante de rank 4 ( h ) e obtivemos outros
3, todos de rank menor que 4. Desejável seria ter-se um método que aumentasse o 
rank. Entretanto tal método é bastante difícil de ser concebido.
Conclusões
0  objetivo central do presente estudo era investigar a integrabilidade de equações 
de evolução contínuas não lineares do tipo genérico
= Uzx) * • .1,
onde F  é um funcional que inclui derivadas cruzadas como uxt, «xxt, • • • A motivação 
para esta investigação veio da possibilidade de escrever tais equações em um forma­
lismo hamiltoniano extendido, proposto por Tasso [1979] e descrito no Capítulo 1. 
Assim, o passo inicial foi estudar as constantes de movimento de uma das mais 
simples equações de evolução contínuas não-lineares: a equação de KdV, além da 
equação mKdV, pertencente à mesma família.
Em resumo obtivemos os seguintes resultados: As infinitas constantes de movi­
mento das equações de KdV e mKdV têm uma construção sistemática. Este fato já 
havia sido apontado por Torriani [1986] quando mostrou que os invariantes para es­
tas duas equações poderiam ser obtidos a partir de métodos combinàtoriais. Basea­
dos nesta construção sistemática apresentamos relações de recorrência para gerar 
os invariantes destas equações. Nossas relações de recorrência são facilmente pro­
gramáveis em computadores capazes de efetuar manipulações algébricas. Nós as 
escrevemos em REDUCE (Apêndice D) a fim de obter os 15 primeiros invariantes 
para a KdV e os 8 primeiros para a mKdV (listados nas apêndices A e B). A intenção 
era testar nossas relações de recorrência.
Concluímos que as relações geravam perfeitamente os polinómios conhecidos 
para a KdV, mas ainda não estão completas para invariantes de grau elevado [veja 
seção 2.4]. A relação de recorrência que gera as densidades para a mKdV não 
mostrou falhas até onde investigamos (r = 8).
Nesta linha, um próximo passo seria aperfeiçoar estas relações de recorrência e 
criar uma relação para os fluxos da mKdV para que gerassem invariantes de qualquer 
rank para a KdV e mKdV. Contudo, optamos por investigar métodos alternativos 
para a obtenção de constantes de movimento para equações de evolução não-lineares.
A literatura a este respeito é bastante fragmentada e os métodos propostos
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por diversos autores funcionam apenas para casos particulares. Em outros casos os 
métodos se tornam um tanto trabalhosos e até mesmo sem solução.
0  primeiro método analisado por nós, apresentado por Case (1985], deu re­
sultados muito bons quando aplicado pelo próprio Case às equações de KdV (re­
produzindo constantes já conhecidas) e Kadomtsev-Petviashvili (gerando uma nova 
constante). Porém o método envolve soluções de equações variacionais difíceis de 
serem resolvidas. Além disto é necessário conhecer-se uma constante para poder-se 
aplicar o método.
Uma outra alternativa seria analisar métodos que construíssem invariantes a 
partir das simetrias do sistema, assim como o teorema de Noether permite a cons­
trução de constantes a partir das simetrias do Lagrangeano. Já  que a teoria de 
Lie dá as simetrias da equação dinâmica, sem a necessidade de uma formulação 
Lagrangeana, buscamos métodos que produzissem constantes a partir das simetrias 
de Lie.fc
Prince & Eliezer [1981] apresentam um método bastante interessante para a 
obtenção de constantes de movimento a partir das simetrias de Lie. O método pro­
duziu uma constante (conhecida) para o problema de Kepler em duas dimensões: o 
vetor de Runge-Lenz. Porém, Prince k  Eliezer não apresentam o método formal­
mente, apenas uma aplicação dele onde há passos dos cálculos que não ficam claros 
para nós. Por exemplo, achamos difícil entender a solução das equações diferenci­
ais (A3), (À4) e (A5) [equações (4.15) nesta dissertação], produzindo (A7) e (A8) 
[equações (4.17) nesta dissertação]. Exceto em umas poucas aplicações, onde já se 
conhece os invariantes, resolver as equações diferenciais a fim de obter as constan­
tes de integração é uma tarefa trabalhosa e até mesmo impossíveL Entretanto, o 
método destes autores é muito interessante e deveria ser estudado com mais detal­
hes, visando uma possível sistematização.
Outro procedimento analisado por nós que também trata da obtenção de cons­
tantes de movimento utilizando as simetrias de Lie do sistema, foi o exposto em 
Simetrias e leis de conservação para equações de evolução não-lineares (Moreira, 
1986]. Moreira mostra que a aplicação de cada operador infinitesimal do grupo 
de simetrias de Lie, em um invariante pode produzir outra constante de movi­
mento (ou uma constante numérica). Mas, neste caso como no método de Case,
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também é necessário conhecer-se pelo menos um invariante. E, quando o sistema 
é contínuo, com constantes polinomiais, como descrito no Capítulo 2, o método 
proposto por Moreira produz invariantes com rank cada vez mais baixos. Ou seja, 
a aplicação do método não gera invariantes infinitamente, mesmo que haja infinitos 
invariantes para aquela equação. É importante enfatizar que este comportamento 
é característico de todos os métodos conhecidos e de modo algum é uma limitação 
exclusiva do procedimento proposto por Moreira.
Nenhum dos métodos analisados por nós produziu invariantes adicionais para 
as equações que nos propusemos a estudar. Isto entretanto não significa que tais 
equações não possuam invariantes adicionais.
Apêndice A 
Invariantes para a KdV
Como discutido na seção 2.1, os invariantes já conhecidos foram publicados por 
Miura, Gardner & Kruskal [1968]: Tr para r <  10 e Xr para r  < 7 e, posteriormente 
[Kruskal, Miura, Gardner & Zabusky, 1970], Tu. Os outros, no que nos consta, são 
novos. Chamamos a atenção para dois erros de impressão nas expressões publicadas 
nas referencias acima: em Xq [Miura et a/., 1968] o coeficiente de Uqu\  (quarta linha 
da página 1205) deveria ser - f -^ e n ã o  O monómio da sexta linha da página
960 de Kruskal et ai. [1970], em Tu, deveria ser «0 ^ 5  e não UqU ^  como está 
escrito.
Ti — «o (A.l)
Xi = itt§ +  «2 (A.2)
T2 =  H  (A-3)
X2 = 3«o +  «0«2 -  (A.4)
r» =  K  -  «f (A.5)
^  +  t t§ Ü 2  -  2tt0tti “ 2 « i t » 3  +  « 2  (A.6)
r 4 =  W - 3«o“f + 8 ^  (A J )
X a -  5tt§ +  t t ^ « 2 - | « 0 u ? + X W0tt2 - 6 u 0 « l « 3 + 3 « ? t í 2 +  x ti2 « 4 - | « 3  ( A . 8 )
Ts =  + f  tíottl -  (A.9)
J^ 5 =  + tt0ü2 — 8tijjtíf +  -  12«§«1«3 +  12tt0tt?tt2 -  3«f + ^«o«2«4 ~
?«0«1 -  f  «1M2«3 + § t t |  -  ^ « 3 « s  +  ^ » 2  (A. 10)
Tq =  -  &Ui ~  + ^ « 2  +  ^T«4 (A. 11)
X6 = y«5+«^«2-^ -« o tti+ 28«^« |-20«^«l«3+30«^«fu2-20«o«i+36«§tt2tt4- 
^ « 0«§ +  ^ « o « 2  -  72u0Wl«2«3 +  66u?tt§ -  20«i«3 -  ^«0tt3«5 +  
^ « 0 « 4  + ^ « 2 ^ 4  — ^ tt2«3 + + nfU^VQ “  ^ « 5  (A.12)
T7 = f«o -  15«otti + 3 6 v ^ - 3 0 t t0«i - ^ « 0 « !  +™ttoU2 + 108u?U2 +  ?^ u o u i-  
Jf ÍLtt2«§ -  W «5 (A-13)
X 7 =  s«Ü +  «ott2 -  18«o«f + 51«^«2 — 30«^«i«3 + 60«§«?ü2 — 75«o«f +
72üg«2«4 -  ^ « o tt3 +  ^ U0W2 -  216uguitt2«3 + 504«o«i«2 -  120«o«i«3 + 
90U?U2 -  + ^ « 0«4 -  yp-Uo«2«§ + -  ^ « J  «3 +
^iPttO«2U4 ~ ^ U2 “  + 216ttf«2«4 +  i f?«o«4tt6 ~  ^ « 0 « 5  “
^ « l « 4«5 + ^ « 2«4 -  -  ^ « 2 « 3 « 5  ~ ^r-U 5U7 +
(A . 14)
Tg =  |«§ -  21«^«? + 63tt^«2 ~ 105tt§«i -  108«g«3 + 360t$u| +  756«0«i«i +
108ugu \  -  324«f«1 -  1080a0«2wi +  378*4 -
(A. 15)
X% =  5«o +  «o«2 -  +  84«§tif -  42«o«i«3 + 126«^«2«4 + 105tt^«f«2 -  
171u<jtt§ +  396ugtt| -  504«gtti«2M3 + 2 1 6 -  210«jju? -  216«^«3tt5 +  
1080u^tt|tt4 +  2142ujfttfti^ -  1404mo«2«3 4- 216u£u4tt6 +  648«^«i«3«4 -  
420ujfttftt3 -  -  144«o«| -  3672u0«itt2«3 + +
1512«0«itt2tt4 +  630tto«j«2 -  2160uo«2M3«5 -  “
1728w0«îtt3“ i fn«o«5tt7+1512tt|«4+ 2340«f« |- |-1f j i «2«3-|-§f P « 2«4tt6+ 
3456«i«2tt3tt4 -  15i2«ftt2tt3 -  +  t I ^ wÍ +  540af«l +
- 4 3 2 t t 0t t i« 4ti5 +  3 j ^ t i 6tt8 -  1 0 5 « f -  648«?«3îî5  -  -
^ „ 2  +  1296 ttltt5tt6 (A . 16)
Tq = |«o -  28«Q«f + ^W o«! -  280ttgttf -  216«fltt§ +  960ug«| +  3024«guf ti| -  
168«® +  288tio«4 -  4320«o«2tt§ -  2592«0tti«l +  3024«0t4 +  -
2592-.2-2 ï 36288 ............2 i oca.,2^ .2 169344., ..,3  545184..2..2 i 15552.,...2éTj£U^U% + 2TY2M0«2«4+8t)4ul tt4---- S5- t t l ü3---- 55~tt2W3+ "743^0Ü6
145152.,..,2 ï 653184tl3 15552..2 ( A 17)143 **2 «5+ 71 §—^ 4----TTTU7
X g  =  j^ Mo10 +  ttftt2 -  32«5«? -  56«^« I«3 +  ^ « § « 1  +  168«o«ftt2 +  i f i «^«2«4 -  
i ^ « o «3 -  490wo«f -  1008«o«i W2«3 +  1032«o«| -  432«o«3«5 +  504«o«4 -
1120«ottftt3 +  6720ttg«^«| +  1728Mgtt!tt3«4 +  2880w^«|«4 -  5184t$tt2tt§ +  
576«oti4tt6 -  ^p«o«5 +  2520îio«i«2 +  6048tt§ttjtt2«4 -  8208tto«i«3 “  
14688«^«! u§ u z - 1728uo«i «4u5+936«^ u | -  8 6 4 0 « ^  «3 «5 + «o«2 «4 ~
“  1008«owf -  12096«0ttftt2«3 +  
1205° ^ «o«Î«1 -  5184tto«i«3«5 +  5184uo«i«4 + 27648«o«itt2«3«4 -  
75|f— «otit«! + -^^uouittstte + 12096«0ü|«4 -  485§ - tio«2tt§ +
2 ^ t t 0«2tt4«6 -  2O Tê«0tt2«5 + 1W 2ttO«3«4tt5 + +
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~  1008« f «3  +  8568 t t i «2  +  5184 « f u3u4 +
794M „2w2 tt4 _  ljtm su2u2u2 +  _
L090368..2». 204768 -,2.,2_l 1252800 ___ 2.. 290304 ,__l 368064 „2— §5 « 2 « 3 « 5 ----- TîST« 2U4 +  —Hä- M2 « 3 « 4 ----- «5^71 7J5 -« 2 « 6
smf§ss„4 _  8 ^ 1 „ 3B5B6 +  S ^ 2 „ 2 « 6 -  ! ^ 2 « 4u|  -  S ^ * 7 « 9 +  W 4
( A .  18)
=  -faul0 -  — 630«^ «f +  — 1 512«o« f +  2160tfo«2 +  ö072«^u^tt| -
4- 13608m §«| +  — u0« i « 2  +  13608«ftt2  — 12960«jjt/2«3 -  
11664u^u§ + 648«^«| + I7jf48« | -  1555096tiottitt3 + igyff-6»2tt| “  
i S M 63&tf0t|a tt2 -  ™ « § tt2 _  M fx u2u2u% -  ü ^ 8 « |  +  1- ^ u l ü 2u‘i  +  
7776«0tt?«l + 5878|MttoU3 + 32308956«, ^ „ 2  + 26570^92^2 _  2 ^ 8 „2*8 _
^ ü § ^ o « 2 « §  + S f -  ^ « 0 « ?  + 3B B M  
# ^ 19) 
=  n “ "  +  ttou 2 -  ^ f« o u i “  72«Jttitt3 -I- ^ « ^ « 1  +  252«o«ftt2  +  
i ^ t t 3 w2M4 -  540«o«3 -  1008ttjjtif -  â^ t t o « i « 2 î i3  +  J i| ÎS Uoti2 “  
^ v % u 3u5 +  -  2520tÎQ«f«3 +  17388u^ttftti +  3 8 8 8 « ^ i u 3«4 +
6480 mo« 2 « 4  -  14904ôo« 2«3 +  1296tijju4«6 -  *4^ 4 « o M5 +  7560ujjtt4tt2 +  
18144«^tif«2ti4 -  2 8 5 1 2 iio « i« i ~  4 4 0 6 4 tto « i« lü3 -  5184tto«iM 4«5 +  
7 3 4 4 « § ti| -  25920«^tt2«3tt5 +  -  ^ n u 0ul u4 “  1515152« i» 5 « 7  +
^ p t t $ u §  -  5 2 9 2 « o « f -  5 4432«o« f «2«3 +  65^ 64t ^ u f u |—2 3 3 2 8 « o « i « 3^5 +  
2 7216 tto« i«4  +  124416tto«i«2«3tt4 -  4165y5936K o«i«3  +  ^ ^ t t o wi tt5«6 +  
54432Mq«2«4 -  4655359 - t t f« |« §  +  32^ 92ttg«2«4«6 -  2262816^2^2«2 _|_
^ T 3 ~ M0M3M4U5 +  837?V" t<0M4 +  ~~T tT ~M0U6U8 ~  "yjfo— « 0 « ? - 9 0 7 2 t l0ttf«3 +
90720k 0« i« 2  +  46656M0ttfU3U4 +  -7--^— « 0« f « 2 M4 -  326592u 0« ] “ 2 « i  +
15552Uoîtitt4t(6 -  15^ - tt0« l« 5  -  149| 1- « o « 1 ^ 2 tt3 -  99f f ~ MOt(l t(2«4^5 “
4572288»...........2 .. i 22146048........... ...2  2 7 9 9 3 6 . . . . . . . .  1398384.. .,5— ^5----UqUi U3 U5 i ------ pj3— « o « l» 3 ü4 ------ 143 tÍQtij Uçuj--------gg Uq«2
9813312..  ................  4945536. . . , 2 . ,2  1 11275200.. .. ..2.. 2612736..— ^ — « 0 « 2 « 3 U 5 i-----jig— tto«2u4 «----- fHfc----00^ 2^ 3« 4 -------143 tioV2«5«7 +
-  ^ | P « 0 « |  -  ^ f F « 0«3tt5tt6 +  -
12471°5496U0«4tt5 -  0«7«9 +  +  7 5 6 0 « f« 2 +
27216tif«2«4 -  36936ttj«§ -  -  15552ttf«4«5 +  “
^ f 5 6 « f« 2 t t 3 t i5  +  -  ^ « f « 5«7 +
4 ^ 2 tt2u2 + 2i5||50iUiU2tt3ti4 _  15132096Miti2tf3 +  38 2 5 2 2 2 ^^^^  +
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Apêndice B 
Invariantes para a mKdV
Apresentamos aqui densidades e fluxos para a equação modificada de Korteweg- 
deVries até r = 8, determinados ao nosso trabalho. Tr<$ e X r<2 foram anterior­
mente publicados por Miura, Gardner & Kruskal [1968). Os outros são novos.
Ti =  H  í 6 - 1 )
Xl = +  V0V2 -  (B-2)
Ti =  K  -  §v? ( B. 3 ) 
X 2 = kV0 +  -  3v0vl ~ 3vl v3 +  §«2  ( B. 4 )
T i  =  s vo -  5t#v? +  3 i |  (6 .5 )
^3 = -  lOt/QÜiite +  8t$t$ +  lOvo^i V2 +  + 6U2Ü4 -  3vf
(6 .6)
Té =  W  -  f v f â  + f  vl4  -  f j f i *  -  f t |  ( B . 7)
= Tõ40+ 4 ^ - l 4VoVÍ-2ívoviV3+ ™ v$v$+ 42v$vfv2-^v$vt+ lf-v$v2V4i-
18ügl$ -  ^f-V0ViV2Vz +  -^Vovf -  ^ v f v z  -  ftlfvl  -
(6 .8)
Th =  ^ 0° -  18Vo«J +  -  ™ V0VÍ  -  W V0V3 +  ^ 0*2 +  W " Vl V2 +  W v4
( B. 9 )
X 5  =  j ^ v ^ + v j j t y - f - v f i v f - S G v f j v j V s + ^ v f i v g + l O S v j j v f t b - l T l v f i v f + ^ v f i i ç V i -
2 1 0 6 . .4 . .2  _  1 2 9 6 . , 3 . ^ . ^ , ^  i 2 8 0 8 , ,3 . ,3  _  1 3 6 8 . . 2 , , 3 , „  . 2 1 8 1 6  . .2  , ,2  . .2  _  1 ^ V0U3  5—V0t^V2 Ü3 -f- -^ -V 0V2 ------g—V0Vt V3 i  35^ 0^1 U2
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W w w s  + W Vl + n§ &Vl V2V^  ~ + W w Z V i  +  I M  +
^ V 4V6 -  ( B . 10) 
Tq =  ^ v 012 -  f - v f v f  +  66 t $ v f  -  3 1 9 ü o +
3 9 6 ^ 2  _  3* 3 0  VoV2t$  _  5 2 1 4 ^ 6  _  3 5 6 4 ^  +  2 U 8 ^  _  1 0 8 ^ 2  ( R 1 1 )
X% =  jjvk* +  vllV2 -  33vl°vf -  55vff vi v3 +  ^ v f i v g  +  2 2 0 v % v ?v 2  -  6 3 8vjjv} +  
132v$v2v4 -  -  792v^v1v2v3 +  -  1276t$t;f«3 +
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^^Y^vfivfv2 -  +  3 8 2 8 v f ü f v 2  +  i^ v ^ v 1 v3 v4 +
2y^vj)t;ft>4 ~  ~  ^W ^yoyî  +  V 2 V 4 —  -
0V1 V2 V3 -  +  ™ V q V 4 V 6  -  72V q ü !  -  ^ ^ V o V ]  V2 V3 +
3 9 6 0 ü 0 ü f t ^  -  -  ^Tr^votfctfetfc + 2 1 6 t> 0 t> 2 u f -  ^«ow füi -
-  ^ ± x > \ v \  -  ^ f ^ - v f v s v s  +  v | -  W2V3W4 -  144t>i yj +
« a « § ® 4 -  ^  ( B . 1 2 )
j^v^4 -  39vâ°Vi + 117vf u| -  1014v$vf -  v | +
1 4 0 4 ^ 2  _  Î S O S O t f i t k t g  _  2 5 7 4 0  , ,2 ^ 6  _  42120  ^ 2 „ 2  +  35100  ^ 2 ^ 4  _  8 4 2 4  ^ 2 ^  +
i z p 2 v0v2v$ + +  2S8ZS»i®î +  -  S a p ^ e f  -
M S l O l ^ l  +  1 9 4 4 ^  ( B .1 3 )
= ^ vo6 +  V0SV2 -  %f-vl2vf -  78vj)0t>iî>3 +  156vo°w | -f 390üQ^t>2 -  
+  23ÍVqV2V4 -  ^P-v$v§ -  Iffilvlvivzvs + -
4 0 5 6 ü ^ t > 3  +  ~-*?-s-VQVfV2 —  ^ ^ - v ^ v s  +  +  1 8 2 5 2 ^ 1 ^ 1 * 2  +
V3 V4  +  ^ ^ V $ V 2 V4 -  ^ § ^ V qV2V3 -  1 2 8 7 0 ^ 1  +  i 2 M § 0 v 4v 2 v2 V4 -  
H f â 0 v 4 v 2 v 2  _  I 3 ^ 2 0 v ^ v i t q v3 +  1170t>|l>| +  Z f ^ v i v 4 V e  -  ^ v i v 2 -
5 ,0544.0 ^ 3 ^ ^  +  61.9 6 3 2 ^ 3 ^ 2  „ 3  _  1 1 2 3 2 ^ 3 ^ ^ ^  _  5 6 1 6 0 ^ 3 ^ ^ ^  +  
^ f p ^ 0 ^ 2 V4 — ^ f p - ^ vî v4 —  v fÜ 3  +  y 4 y 2 _  8 4 2 4 0 ^ 2 ^ ^  +
~ i 7~ -V$vfvl + —7y --t>Qt;iV2 V3 V4, -  .11 1 7 5 8 4 ^ 2 ^ ^ 1  + ?0889.60^2^3^ _
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Xs = + 630t>il1vfv2+378t;<)0tJ2t;4-
4116i>JV -  594vl°vj -  MSQiftviVzVs + 3870i$uf -  1 0 2 9 0 ^1 *  +  
59445t>fvjfi;£ — 810í$t>3t>5 + 945t/ot>f + 61740vQvft>2 +  6480i$t>iV3t>4 + 
10800ü£t;f r>4 -  19440^ü2V§ -  81264t$uf + 6 3 7 2 0 ^ t>2t;4 -  7 7 7 6 0 -  
106920üot/i v$V3 + 16020^0^1 + 1080u$t>4i>6 -  «jfof -  382320vjjuf V2V3 +  
681048vjjt/ t^;§ -  6480vjjt>it>4t>5 -  32400^Ü2V3Ü5 +  20*[20t f c ü |  -  
^ ^ t / f t >4 -  182844y^fv3 +  1335474î^t;?t| -  6 8 0 4 0 ^  «31* +
+ m g m y f a w M  _  14^76v4viv3 +  1 0 ^ 6 0 ^ 3 ^  _ 
1 4 9 0 0 7 6 ^ 4 ^ 2 ^ 2 _  97 2 0  ^ 4 v& v? +  9 2 3 4 0  ^ 4 ^ 2  _ ( . 6 0 9 4 8 0 vf V2 + 2 7 2 1 6 0 t$vf V3V4 +
860544t?fvfvft»4 -  ~- f f -3-2-v$vfv2V$ -  884” 52t>j}t?i^qa +  -
I 4 f S 8 ^ + 2Z ap1j l^ V4%- î 2 ^ 1^ oai| + 5 ^ e l(gIÎB«4fte + S ^ a llg«î_ 
+ e61608»gi»?f*t«4 -  -  üfifps^w®«!«s +
i s s e p a ^ ^  + 395p t;2v2ü4î,6 _  m m o v fâ v *  _  g g M p ^ ^ ^  _  
UtiSt,0*Po«l vî ^  + 22^ 2fiVo Vl V3Ü4 -  +  ~ ~I43~  ^ 0 ^ 2 ^ 4 +
m g o o ^ ^ t , ! ^  -  -  W W  "
1323216y0Vi V2V3 + 156^ 8* % t/fof -  -  723f f y--«otfftfrtfet?s +
®^S8«to«i%oî +  s^ ÿ 2S»0®M®4 + U iffî& vo v tv in tv t -  
7- ^ § ^ v oViv2vi -  m m VQv,vev7 +  i^ § M v o v lv 4 -  -
+  2w âüoV2Ü6 -  ^r lF w ïV b V e  + Ê^ 4v0vlt*6 -  
^ v 0v4vl -  SSMaitft* +  +
+  ^ 3 7 9 M t«  + 129432816^ 2^^4 _  -
+  ^ í g r l í l l  +  «*"pS|>i«il* -  ^ V i V i t b V t  + 
* î f f F » l W è  -  +  s - ^ v ^ v s  -  +
2888784v2V4V6 _ ÎOM jgO ^ _  6531840^^2^ +  3 H | | M +
-  4SS±t*t* +  ^ « g  (B.16)
Apêndice C 
Derivada funcional
Consideramos nesta dissertação equações do tipo
« í  =  ^ [ « ]  =  F  ( « ,  uX} uxt> uXX} • - •) ( C . l )
com u = t) definida num certo intervalo conveniente (na maioria dos casos 
—oo < x < oo). Estamos interessados somente em soluções de (C.l) periódicas 
em x ou que se anulem rapidamente nos extremos do intervalo, já que esta é a 
situação mais comum em aplicações físicas. Estas soluções são elementos de um 
espaço vetorial Q (definido sobre o campo dos reais $) equipado com um produto 
interno?
i f \9)  =  /  Ju
fgd x , U C (C.2)
Define-se derivada funcional (também chamada derivada variacional) [Vain- 
berg, 1964] ÕFjôu, em geral uma função não-linear, pela relação
=  H m  ^ [ «  +  ew) -  F { « j
£—0 e —*0
(C.3)
onde u e w são duas soluções de (C.l) e s é um parâmetro conveniente. 
Exemplo 1.
Para F — u2 dx, tem-se — 2u.
Demonstração:
( ^ \ w )  =  í F [ t t + s w ]  
( m - i -
e=0
=  lime—►O
F[« +  ew] — .F[u]
2 uwdx.
Portanto, da identidade jveja equação (C.2)J
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f 8 F  I \ _  f ô F  
\ ô u \ W) - J  ôu w dx, (C.4)
segne
£  = * .  (C.5)
Se o funcional F  depender somente de u (e não dos ux, uxx, etc) a derivada 
funcional obviamente coincidirá com a derivada parcial usual.
Exemplo 2.
6F/ oo v2 dx, =  -2  uxx.
Neste caso
( f í | " ' )  =  j ! ? o i { / _ l [ ^ (a + ero)] i x  ~  L j l i x
= lim -  / 12suxWx +  e2«;2 dx = 2uxwx dx.
£—° € J -OOL J J -o o
Como consideramos somente soluções (físicas) « (e w) que se anulam nos extremos 
do intervalo, é fácil integrar esta última expressão por partes para obter
/oo roo2uxivx dx — 2 / uxxtv dXj -oo J -o o
dando
Exemplo 3. 
Para
=  ~ 2«^- (C-6)ou
F[u\ = j f {u,ux, Uxxj ' ' * 1 ttnac) dx, (^*7)
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obtém-se
£
de jP[« + ew\
— lim i  | y  /  u + £w, (« +  ew)x , ■ ■ -j dx -  j f{u, ux, • • •) dx j
=  lim -  £—►0 £ + ^ -£ W X + - • •] dx OV> ülíj I
■ /
Ôf d Ôf 
du dx dux + w
w dx,
onde (dx)k é a derivada total em relação a x de fc-ésima ordem e =  dkujdxk. 
Portanto,
ÔF _  d f  d d f  d2 d f
Su du dx dux dx2 duxx 
f = 3 f  fc=0 duk'
(C.8)
Exemplo 4.
/oo «(x)§(a: — x*) dx = «(x'),-00
onde ó(x — x*) ê a função delta de Dirac.
SP _  _  s , xl) 
ôu ôu{x)
(C.9)
Apêndice D 
Programas REDUCE
Os invariantes listados nos Apêndices A e B foram gerados em mn computador 
IBM 4341 usando a linguagem de manipulação algébrica REDUCE 3.2. Neste 
apêndice apresentamos os programas que foram utilizados para chegarmos as formas 
finais dos invariantes para as equações KdV e mKdV.
Program a K dV l: O seguinte programa é uma implementação das relações de 
recorrência (2.10-11). Gera todas os monómios das densidades e fluxos para a 
equação de Korteweg-deVries, até o rank definido na variável RNK. A procedure 
PROD é responsável pelo produto que evita termos repetidos, conforme mencionado 
na seção 2.3.
LINELENGTH 60$ OFF NAT$ ON LIST$ OPERATOR U$
ARRAY P(50),Q(50),R(50).TT(20),XX(20)$
COMMENT GERA AS DENSIDADES TT E OS FLUXOS XX PARA A ÉQUAGAO DE KDV, 
ATE R = RNK. USANDO NOSSAS RELACOES DE RECORRENCIA$
RNK := 15$
KLIM := 2*(RNK+1)$
P (2 ):= U(0)$ Q(2):= U(0)$ R(2):=U(0)$
P (3 ):= U(l)$ Q(3):= U(l)$ R(3):= U(l)$
Q(4):= U(2)$ R(4):= U(2)$
Q(5):= U(3)$
Q(6):= U(4)$
ARRAY G(25) ,V(25,25), W(25)$
PROCEDURE PROD(J,P0LIN)$
BEGIN SCALAR TERMO,PR0V$
TERMO:=P0LIN$
IF J EQ 0 THEN
PROV:=U(0)*TERM0$
IF J NEQ 0 THEN 
BEGIN$
G(0) :=C0EFF(TERMO.U(0) ,W)$
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FOR I:=0:G(0) DO 
V(0,1) :=W(I)$
IF J GEQ 2 THEN 
BEGIN$
FOR I:= l:J-l DO 
BEGIN$
G(I) :=COEFF(V(1-1,0) ,ü(I) ,W)$
FOR K:=0:G(I) DD 
V(I.K):=W(K)$
EHD$
END$
PROV:=U(J)*V(J-1,0)$
END$
RETURN PROV$
END$
COMMENT XX(K) = P(2*(K+1>) - Q(2*(K+1))
' ' TT(K) = P(2*K) - R(2*K)$
FACTOR U(0),U(1),U(2),U(3),U(4),U(5),U(6),U(7),U(8),U(9),U(10),
U (ll) ,U(12),U(13),U(14),U(15)$
FOR K:=4:KLIM DO 
BEGINS
IF K GEQ 4 THEN
P(K):=U(K-2) + FOR J:=0:((K-4)/2) SUM PROD (J,P(K-J-2))$
IF K GEQ 5 THEN
R(K):=U(K-2) + FOR J:=0:((K-5)/2) SUM PROD (J,R(K-J-2))$
IF K GEQ 7 THEN
Q(K):=U(K-2) + FOR J:=0:((K-7)/2) SUM PROD (J.Q(K-J-2))$
IF FIXP(K/2-l) THEN BEGIN$
XX(K/2-l):= P(K) - Q(K)$
WRITE “ XX(",K/2-l.") := ” ,XX(K/2-l)$
END$
IF FIXP(K/2) THEN BEGIN$
TT(K/2):= P(K) - R(K)$
WRITE " TT(f’,K/2,n) := ",TT(K/2)$
END$
END$
END$
P rogram a m K d V l: Implementação da relação de recorrência (2.12) que gera os 
monómios das densidades para a equação modificada de KdV. O funcionamento é 
idêntico ao do Programa KdVl.
LINELENGTH 60$ OFF NAT$ ON LIST$ OPERATOR V$
ARRAY MT(50),MR(50)$
COMMENT GERA AS DENSIDADES MT PARA A EQUACAO MODIFICADA DE KDV,
USANDO NOSSAS RELACOES DE RECORRENCIA.
ATE R = RNK$
RNK := 8$
MT(1):= V(0)**2$
MR(1):= 0$ MR(5):=V(0)*V(2)**3$
MR(2):= 0$ MR(6):=V(0)*V(2)*V(3)**2$
MR(3):= 0$ MRC7):=V(0)*V(2)*V(4)**2 + V(1)*V(3)**3$
MR(4):= 0$
FACTOR V(0) ,V(1) ,V(2) ,V(3) ,V(4) ,V(5) ,V(6) ,V(7) ,V(8) ,V(9) ,V(10) ,
V(11) ,V(12) ,V(13) ,V(14) ,V(15)$
FOR K:=2:RNK DO 
BEGINS
IF K GEQ 8 THEN
MR(K):=V(K-3)**2*V(0)*V(2) + V(K-4)**2*(V(1)*V(3) + V(0)*V(4))$
IF K GEQ 2 THEN
MT(K):=V(K-1)**2 + FOR J:=0:(K-2) SUM (V(J)**2*MT(K-J-1)) + MR(K) 
WRITE " MT(!I,K.!!) := H,MT(K)$
END$
END$
Programa mKdV2: À íim de obter os invariantes completos da mKdV foi 
necessário gerar os fluxos. Como não havia uma relaçao de recorrencia para os 
fluxos, nós geramos uma combinação linear de todos os monómios possíveis com o 
programa abaixo. A procedure PROD e a mesma do Programa KdVl.
LINELENGTH 60$ OFF NAT$ ON LIST$ OPERATOR V$
ARRAY MP(50).MX(50)$
COMMENT OS FLUXOS MX PARA A MKDV SAO GERADOS COMO UMA COMBINACAO 
LINEAR GERAL DE TODOS OS MONOMIOS POSSÍVEIS.
ATE R = RNK$
RNK := 8$
KLIM := 2*(RNK+1)$ ,
MP(1):= V(0)$
ARRAY G(25),U(25,25).UU(25)$
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PROCEDURE PROD(J.POLIN)$
BEGIN SCALAR TERMO,PROV$
TERMO:=POLIN$
IF J EQ O THEN
PROV:=V(0)*TERMO$
IF J NEQ O THEN 
BEGINS
G(O):=COEFF(TERMO,V(O),ÜU)$
FOR I : =0: G (0) DO 
U(0,I):=UU(I)S 
IF J GEQ 2 THEN 
BEGINS
FOR I:=l: J-l DO 
BEGINS
G(I):=COEFF(U(1-1,0) ,V(I) ,UU)S 
FOR K:=0:G(I) DO 
U(I.K):=UU(K)$
ENDS
END$
PROV:=V(J)*U(J-l,0)$
END$
RETURN PROV$
END$
COMMENT MX(K) => MP(2*(K+1))S
FACTOR V(0),V(1),V(2),V(3),V(4),V(5),V(6),V(7),V(8),V(9),V(10),
V(ll),V(12),V(13),V(14),V(15)S
FOR K:=2:KLIM DO 
BEGINS
IF K GEQ 2 THEN
MP(K):=V(K-1) + FOR J:=0:(CK-2)/2) SUM PROD (J,MP(K-J-1))S 
IF FIXP(K/2-l) THEN BEGINS 
MX(K/2-l):= MP(K) - V(K-1)S 
WRITE " MX(w,K /2-l,H) := ”,MX(K/2-l)$
ENDS
ENDS
ENDS
Program a KdV2: Para obter os coeficientes dos monómios nos invariantes nós 
criamos um programa que, a partir da soma de monómios com coeficientes ar­
bitrários, escreve um sistema de equações nos coeficientes. 0  programa abaixo foi
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escrito para a equação de KdV, mas pode ser usado para a mKdV, bastando trocar 
ü por V e, onde indica EQUACAO, escrever a equação mKdV. A procedurè COEFFS foi 
escrita originalmente por Schwaxz [1982).
LINELENGTH 70$ OFF NAT$
OPERATOR TT,XX,CT,CX$ OPERATOR VAR,GL$ OPERATOR U$ DEPEND U,X,Z$
COMMENT USA A C0NDICA0 DXX/DX + DTT/DT = 0 PARA INVARIANTES 
DA EQUACAO DE KDV OU MKDV. DE RANK=RNK.
GERA SISTEMA DE EQUACOES NOS COEFICIENTES$
RNK := 1$
N := RNK+2$
TT(1):= CT(1)*U(0)$
XX(1):= CX(1)*U(0)**2 
+ CX(2)*U(2)$
FOR ALL I LET U(I) = U(0,I)$
FOR ALL I.J LET DF(U(I.J),Z) = U(I+1,J),
DF(U(I ,J ) ,X) = U(I,J+1)$
COMMENT--------- EQUACAO--------------------- $
LET U(l.O) = -U(0,0)*U(0,1) - U(0,3)$
COMMENT-------------------------- --------------- $
FOR ALL I SUCH THAT I>0 LET U(1,I) = DF(U(1,0 ) ,X,I)$
ARRAY Vl(10),V2(10),V3(10),V4(10),V5(10),V6(10),V7(10),
V8(10),V9(10),V10(10).VI1(10),V12(10),V13(10),V14(10), 
V15(10),V16(10),V17(10),V18(10),V19(10),V20(10)$
PROCEDURE COEFFS(F)$
BEGIN 
EQN:=0$
PI:=C0EFF(F,VAR(1),V1)$
FOR I I : =0:P1 DO BEGIN -'-M
P2:=C0EFF(V1(I1) ,VAR(2) ,V2)$ (  ^t ■.-CVL;!
FOR I2:=0:P2 DO BEGIN Ü C 2 Æ
P3:=C0EFF(V2(I2) ,VAR(3) ,V3)$
FOR I3:=0:P3 DO BEGIN -UVüI
P4:=C0EFF(V3(I3) .VAR(4) .V4)$
-FOR 14:=0:P4 DO BEGIN 
P5: =COEFF(V4(14),VAR(5),V5)$
FOR I5:=0:P5 DO BEGIN 
P6:=C0EFF(V5(I6),VAR(6),V6)$
FOR I6:=0:P6 DO BEGIN 
P7:=C0EFF(V6(I6),VAR(7),V7)$
FOR I7:=0:P7 DO BEGIN 
P8:=C0EFF(V7(I7),VAR(8),V8)$
FOR I8:=0:P8 DO BEGIN
P9:=COEFF(V8(I8 ) ,VAR(9),V9)$
FOR 19:=0:P9 DO BEGIN
P10:=C0EFF(V9(19),VAR(10),V10)$
FOR I10:=0:P10 DO BEGIN 
P11: =C0EFF(VIO(IIO) ,VAR(11) ,VU)$
FOR I11:=0:P11 DO BEGIN 
P12:=C0EFF(V11(I11),VAR(12),V12)$
FOR I12:=0:P12 DO BEGIN
P13:=CQEFF(V12(I12),VAR(13),V13)$
FOR I13:=0:P13 DO BEGIN 
P14:=C0EFF(V13(I13),VAR(14),V14)$
FOR I14:=0:P14 DO BEGIN 
P15:=C0EFF(V14(I14),VAR(15),V15)$
FOR I15:=0:P15 DO BEGIN 
P16:=C0EFF(V15(I15),VAR(16),V16)$
FOR I16:=0:P16 DO BEGIN 
P17:=C0EFF(V16(I16),VAR(17),V17)$
FOR 117:=0:P17 DO BEGIN
P18:=COEFF(V17(I17),VAR(18),V18)$
FOR I18:=0:P18 DO BEGIN
PI9:=COEFF(V18(I18),VAR(19),V19)$
FOR I19:=0:P19 DO BEGIN
P20:=COEFF(V19(I19),VAR(20),V20)$
FOR J:=0:P20 DO IF V20(J) NEQ 0 THEN 
BEGIN
EQN:=EQN+1$
GL(EQN):=V20(J)$
WRITE "EQN(M,EQN,M) := ”,GL(EQN)$
ENDS
END$ END$ END$ END$ END$
END$ END$ END$ END$ END$
END$ END$ ENDS END$ END$
END$ END$ END$ END$ END$
INVAR := DF(TT(RNK),Z) + DF(XX(RNK),X)$
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CLEAR TT(RNK)$ CLEAR XX(RNK)$
ARRAY V(10)$
IND :=0$
FOR I:=0:N DO
IF C0EFF(INVAR,U(O,I),V) NEQ 0 THEN 
«IND:=IND+1$ U(0,I):=VAR(IND)$»$
COEFFS(INVAR)$
END$
Programa KdV3: Os sistemas de equações algébricas nos coeficientes foram re­
solvidos com este programa. É necessário informar o valor do primeiro coeficiente da ^ 
densidade na variável CT (t ) , o numero de equações em NGL, o numero de coeficientes _ 
no fluxo com a variável MAXCX, o numero de coeficientes na densidade com MAXCT. 
MARKX e MARKT indicam a partir de quais coeficientes em X  e T, respectivamente, ^ 
começa a solução do sistema e ULTIMO é a uítima equação do sistema.
OFF NAT$ LINELENGTH 70$ OPERATOR GL.CX,CT$ ARRAY V(3)$
COMMENT RESOLVE 0 SISTEMA DE EQUACOES ALGÉBRICAS LINEARES NOS
COEFICIENTES CT(I) E CX(I), PRODUZIDO POR COEFKDV OU MCOEFl
MAXCX:= 2$ MAXCT:= 1$ NGL:= 2$
MARKX:= 1$ MARKT:= 2$ CT(1):= 1$
ULTIMO:= 1$
GL(1):= - CT(1) + CX(2)$
GL(2):= - CT(1) + 2*CX(1)$
FOR KGL:= NGL STEP -1 UNTIL ULTIMO DO 
IF GL(KGL) NEQ 0 THEN 
BEGIN
AUX := NUM( GL(KGL) )$
NX: = COEFF(AUX,CX(MARKX),V)$
IF NX = 1 THEN 
BEGIN
CX(MARKX):= -V(0)/V(1)$
WRITE "CX(". M A R K X , CX (MARKX) $
MARKX:= MARKX + 1$
END
ELSE BEGIN
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NT:= COEFF(AUX.CT(MARKT),V)$
IF NT NEQ 1 THEN
WRITE " PROBLEMAS...”
ELSE BEGIN
CT(MARKT):= -V(0)/V(1)$
WRITE "CT(",MARKT,"):= ",CT(MARKT)$
MARKT:= MARKT + 1$
END$
END$
END$
END$
Apesar de os programas acima serem simples, a obtenção de invariantes de 
raiik altos requer grande tempo de máquina e memória da ordem de 6 Mb.
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